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Einleitung und Bezeichnungen

In den Grundvorlesungen Analysis wurde das Riemann-Integral fiir Funktionen einer und mehrerer Verén-
derlicher definiert, aber in der Wahrscheinlichkeitstheorie benétigt man das Integral von viel allgemeineren
Funktionen sowie bessere Sitze, welche das Vertauschen eines Grenziibergangs mit dem Integral recht-
fertigen. Daher wollen wir im Folgenden das sogenannte Lebesgue-Integral kennenlernen, das in dieser
Hinsicht sehr viel befriedigendere Eigenschaften hat.

In der Riemannschen Integraldefinition wird eine Funktion iiber ein (ein- oder mehrdimensionales) In-
tervall integriert. Dieses wird in kleinere Intervalle zerlegt, deren Inhalt (d. i. im eindimensionalen Fall
einfach ihre Lange) zusammen mit dem Funktionswert an einer Stelle in die sog. Riemannsumme eingeht.
In der Lebesgueschen Definition des Integrals benutzt man Zerlegungen in sehr viel allgemeinere Teil-
mengen, fiir welche aber dann eine Zahl definiert sein muss, welche dem Inhalt eines Intervalls entspricht,
aber hier Maf genannt wird. Daher werden wir zunichst axiomatisch sogenannte messbare Rdume bzw.
Mafrdume einfithren. Dabei wird €2 immer eine feste nicht-leere, aber ansonsten beliebige Grundmenge
bezeichnen. Fiir gewisse, jedoch im Allgemeinen nicht fiir alle, Teilmengen A C  wird dann ein Maf
1(A) definiert sein. In einfachen Féllen kann A eine “nicht zu wilde” Teilmenge vo R? und p(A) der
Raum- bzw. Flicheninhalt von A sein, falls d = 3 bzw. d = 2 ist. Fiir d = 1 ist u(A), im Fall dass A ein
Intervall ist, oft dessen Linge, kann aber auch anders definiert sein. In der Wahrscheinlichkeitstheorie
bedeutet Q die Menge aller moglichen Ausgénge eines Spieles oder Zufallsexperiments, und p(A) ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Spielausgang ein Element der Teilmenge A ist. Wenn man z. B. mit
einem Wiirfel wirft, dann bietet sich an, die Menge ) aus den natiirlichen Zahlen von 1 bis 6 bestehen zu
lassen, und unter p(A) die Anzahl der Elemente von A C  dividiert durch die Gesamtzahl der Elemente
von (2, also 6, zu verstehen. Dabei wird als Bezeichnung in der Regel statt p der Buchstabe p wie “pro-
bability” verwendet. In diesem Fall ist u(A) = p(A) also eine Zahl im abgeschlossenen Intervall von 0 bis
1, was aber allgemein nicht zu sein braucht; insbesondere kann i. A. auch der Fall u(A) = oo eintreten.

Abstrakt ausgedriickt ist ein Mak eine Abbildung, deren Definitionsbereich immer eine Teilmenge der
Potenzmengeﬂ von {2 ist, und dessen Werte nicht-negative reelle Zahlen oder das Symbol oo sind. Um
eine “verniinftige Theorie” entwickeln zu kénnen, muss der Definitionsbereich eines Mafes einige Eigen-
schaften haben, und das Maft selber muss entsprechende Rechenregeln erfiillen. Dieser abstrakte Ansatz
macht es notwendig, dass wir zuerst Sigma-Algebren besprechen, bevor wir dann auf Mafse eingehen und
anschliefend den entsprechenden Integralbegriff einfiihren. Dabei ist zunichst nicht klar, ob es in R?
iiberhaupt ein sinnvolles Maf gibt — der Beweis dafiir wird erst spéter gegeben.

In dieser Vorlesung werden die iiblichen Bezeichnungen fiir die Menge der reellen, natiirlichen und ratio-
nalen Zahlen verwendet, wobei (wie auch in den Biichern von Bauer [3] und Bartle [1], die auch sonst den
Inhalt dieser Vorlesung gut darstellen) die Null nicht als natiirliche Zahl angesehen wird. Auch die men-
gentheoretischen Operationen sind wie in [3]| bezeichnet, allerdings schreiben wir A°:={w € Q: w ¢ A}
fiir das Komplement von A in der Grundmenge €. Allgemeiner schreiben wir fiir A, B C Q auch A\ B
fiir die Menge aller a € A, welche nicht in B liegen, sodass also A° = Q\ A und A\ B = AN B° ist.
Wir nennen eine beliebige Anzahl von Mengen A; eine Zerlegung einer Menge A, wenn die A; paarweise
disjunkt sind und ihre Vereinigung A ergibt. Weiter sei R die Menge der reellen Zahlen vereinigt mit den

IBeachte dass in dieser Vorlesung d immer eine feste natiirliche Zahl sein soll, welche die Bedeutung von Dimension hat.
2Die Potenzmenge ist die Menge aller Teilmengen von  und wird gelegentlich mit P(Q) bezeichnet.



Symbolen co und —oo. Fiir das Rechnen mit +o0o soll aufser den in der Analysis iiblichen Regeln in dieser
Vorlesung noch zusétzlich gelten

000 = —00 = 0oco = 0(—o0) = 0.

Also sind Addition und Multiplikation auf der Menge R vollstindig definiert, auker dass die Summe
von oo und —oo nicht festgelegt ist, aber von Fall zu Fall passend interpretiert werden wird. Aufserdem
schreiben wir R, fiir die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen, so dass also 0 € R, ist, und R ist
gleich der Menge R U {oo}.

Sind Q1, Q9 beliebige nicht-leere Mengen, und ist f : €1 — Q9 eine beliebige Abbildung, so schreiben wir
wie iiblich

VACQ,: f_l(A) = {wlte : f(wl) S A}

Es ist wichtig zu beachten, dass diese Begriffsbildung nicht die Existenz einer Umkehrfunktion von f
voraussetzt. Aufserdem bendtigen wir die folgenden einfach zu beweisenden Regeln:

VAACQy, jed FUA) = U, FHAY) = (1)

JjeJ jeJ

Wenn die A; paarweise disjunkt sind, dann gilt dies auch fiir die Urbildmengen f~*(A4;), und falls die A,
eine Zerlegung von Q9 sind, dann bilden die f~!(4;) eine solche fiir ;. Wichtig sind im Weiteren auch
die de Morganschen Regeln: Bei beliebiger Grundmenge € gilt immer

VA, CQ, jed UA;:(QAj)C, DJA;:(LEJJAJ-)C.
J J J

jeJ

Als charakteristische Funktion einer Teilmenge A C 2, mit einer beliebigen nicht-leeren Grundmenge €2,
bezeichnen wir die Abbildung x4 : @ — R mit xy4(w) =1 fiir w € A und x4(w) = 0 sonst.

Analog zur Vorlesung Analysis I nennen wir fiir A C € eine Folge von Funktionen f, : A — R punktweise
konvergent auf A, falls fiir alle w € A der Grenzwert f(w) := lim, o fn(w) existiert, und in diesem
Fall heifst die so definierte Funktion f : A — R auch die Grenzfunktion der Folge. Diese Definition kann
sinngemif auch auf Fille ausgedehnt werden, in denen einige der Werte f,(w) und/oder der Grenzwert
f(w) gleich oo oder —oo sind.
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Kapitel 1

Theorie der Malie

Wie in der Einleitung gesagt, ist €2 im Folgenden immer eine feste nicht-leere Menge, die wir gelegentlich
auch Grundmenge nennen wollen. Die wichtigsten Beispiele sind Q = R oder Q = R%, aber  kann z. B.
auch eine endliche Menge (etwa die fiir das Wiirfeln wichtige Menge {1,...,6} der ganzen Zahlen von 1
bis 6), oder abzéihlber unendlich (also z. B. die Menge N = {1, 2, 3...} der natiirlichen Zahlen), oder ein
ein- oder mehrdimensionales Intervall sein. Dabei nennen wir I C R? ein abgeschlossenes Intervall, wenn
esa=(a,...,a,), b= (by,...,b,) € R? gibt, sodass

I =Jab ={x=(x1,...,2n) + a;<z;<b; Vji=1,...,n}.

Entsprechend definieren wir offene bzw. halboffene Intervalle (a,b) bzw. [a,b). Dabei ist klar, dass es
neben [a, b) zahlreiche andere Arten von halboffenen Intervallen in R? gibt, welche aber hier keine Rolle
spielen. Als Map oder Inhalt von I bezeichnen wir die Zahl A(I) = [];(b; — a;), falls I nicht die leere
Menge ist, und setzen A()) = 0. Dabei spielt es offenbar keine Rolle, ob I abgeschlossen, offen oder
halboffen ist. Fiir d = 1, bzw. = 2, bzw. = 3 ist also das Mafs eines Intervalls gleich dessen Lange, bzw.
Flacheninhalt, bzw. seinem Volumen.

1.1 Sigma-Algebren und messbare Raume

Definition 1.1.1 Fine Familie A von Teilmengen von ) heifit eine Sigma-Algebra auf 2, falls folgende
Axiome erfillt sind:

(A1) e A,
(A2) Aec A = A c A,

(A3) (A € A Yn eN) =[] A, 4.

n=1

Wenn dies so ist, dann heifst das Paar (2, A) auch messbarer Raum, und jedes A € A heif$t messba-
re Teilmenge von Q) oder einfach messbar. Da gelegentlich auch mehrere Sigma-Algebren auf derselben
Grundmenge ) betrachtet werden, sprechen wir auch von A-messbaren Mengen.

Bemerkung 1.1.2 Wenn (2, A) ein messbarer Raum ist, dann gelten offenbar auf Grund der de Morgan-
schen Regeln immer folgende weitere Aussagen:

(a) Qe A,



(b) (A, € A ¥Yn e N) = ] 40 € A .
n=1

Auflerdem kann man sehr leicht folgende weitere Aussagen beweisen, aus denen z. B. folgt, dass es auf
jeder beliebigen Grundmenge Q) mindestens eine, meist aber sogar zahlreiche verschiedene Sigma-Algebren
gibt:

(c) Die Familie P(Q2) aller Teilmengen von Q) ist immer eine Sigma-Algebra, und zwar die grifite, und
auch A= {0, Q} ist immer eine Sigma-Algebra, namlich die kleinste, auf der gegebenen Menge .

(d) Der Durchschnitt beliebig vieler Sigma-Algebren auf Q) ist wieder eine solche Sigma-Algebra.

(e) Zu jeder Familie C von Teilmengen von ) gibt es eine eindeutig bestimmte kleinste Sigma-Algebra
auf 2, welche C enthdlt. Man erhdlt sie als Durchschnitt aller Sigma-Algebren, welche C enthalten,
und wir nennen sie die von C erzeugte Sigma-Algebra.

(f) Im Fall Q = R? heifst die von allen Intervallen erzeugte Sigma-Algebra die Borel-Sigma-Algebra auf
R?. Diese soll im Folgenden immer mit B bezeichnet werden.

Aufgabe 1.1.3 Finde die von einer einzigen nicht-leeren Teilmenge A C 2 erzeugte Sigma-Algebra.
Zeige weiter: Ist C = {A; : j € N} eine abzdhlbare Zerlegung von 2, so ist die von C erzeugte Sigma-
Algebra A gleich
A={J4 : Jc N},
jeJ
Uberlege, ob dies auch fiir iberabzihlbare Zerlegungen gilt. Uberlege weiter, warum es allgemein schwierig
ist, die von einer Familie C von Teilmengen von Q) erzeugte Sigma-Algebra zu beschreiben.

Aufgabe 1.1.4 Beweise die Aussagen der vorangegangenen Bemerkung. Bestimme weiterhin diejenigen
Grundmengen , auf welchen es nur eine, bzw. nur endlich viele, bzw. unendlich viele verschiedene
Sigma-Algebren gibt.

Aufgabe 1.1.5 Zeige dass die Borel-Sigma-Algebra B bereits von der Menge aller offenen, aber auch
von allen abgeschlossenen, oder allen halboffenen, Intervallen erzeugt wird, und dass B alle offenen, aber
auch alle abgeschlossenen Teilmengen von R? enthdlt. Zeige weiter, dass sogar die von den Intervallen
der Form (—o0,a) erzeugte Sigma-Algebra gleich B ist.

Aufgabe 1.1.6 Sei (2, A) ein messbarer Raum, und sei ) # FEog € A beliebig gegeben. Zeige dass
Ap, ={ENEy : Ec A} eine Sigma-Algebra auf Ey ist. Wir nennen den messbaren Raum (Ey, Ag,)
gelegentlich auch Unterraum von (2, A) und sprechen manchmal der Finfachheit halber auch vom Unter-
raum FEy, wobei dann immer die Sigma-Algebra Ag, auf Ey betrachtet werden soll.

1.2 Messbare Funktionen

Im Folgenden sei auf 2 immer eine feste, aber beliebige Sigma-Algebra A gegeben.

Definition 1.2.1 Fine Funktion f : € — R heiffit A-messbar, oder auch kurz messbar wenn klar ist,
auf welche Sigma-Algebra A wir uns beziehen, falls gilt:

Vae R: {we: flw) > a}l € A.



Aufgabe 1.2.2 Zeige, dass die charakteristische Funktion x 4 einer Teilmenge A C Q0 genau dann mess-
bar ist, wenn A € A liegt. Schliefie hieraus: Genau dann sind alle Funktionen f : € — R messbar, wenn

A=P(Q) ist.

Aufgabe 1.2.3 Zeige, dass eine Funktion f : Q — R genau dann messbar ist, wenn fir jede Menge B
aus der Borel-Sigma-Algebra B auf R gilt, dass f~1(B) € A ist. Vergleiche dies mit Definition [1.4.1],

Lemma 1.2.4 Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Va e R: {weQ: flw >a} e A.
(b) Vae R: {wel: flw <a} € A.
(c) Vae R: {weQ: flw >a} € A.
(d) Vae R: {weQ: flw) < a}l e A.

Beweis: Die Aquivalenz von (a) und (b), sowie von (c) und (d) ist klar nach Axiom (A2). Die anderen
Aquivalenzen folgen wegen

o0

{weQ : flw) > a} :ﬂ{wEQ ¢ flw) > a —1/n},

n=1

und einer analogen Aussage fir die Vereinigung von Mengen der Form { w € Q : f(w) > a +1/n}. O

Beispiel 1.2.5 Konstante Funktionen sind immer messbar, und fir jedes A € A ist die charakteristische
Funktion y4(w) = 1 ebenfalls messbar. Falls Q = R? und A gleich der Borel-Sigma-Algebra B ist, dann
sind alle stetigen Funktionen auch messbar, und fir d = 1 sind alle monotonen Funktionen ebenfalls
messbar.

Aufgabe 1.2.6 Beweise die im vorangegangenen DBeispiel gemachten Aussagen. Zeige weiter: Genau
dann ist eine Funktion f : Q — R messbar, wenn fiir jede offene Teilmenge O C R gilt f~(O) € A.

Aufgabe 1.2.7 Seien f: Q) — R messbar und g : R — R stetig. Zeige die Messbarkeit der Hintereinan-
derausfithrung g o f.

Im Folgenden schreiben wir kurz {f(w) > a} fiir die Menge aller w € Q, fiir welche diese Ungleichung
gilt, und verfahren analog bei anderen Ungleichungen wie f(w) < a, a < f(w) < B u. s. w.

Lemma 1.2.8 Seien f und g messbare Funktionen auf ), und sei c € R. Dann sind auch die Funktionen
cf, f%, f+g, fg und |f| messbar.

Beweis: Sei a € R. Fiir ¢ = 0 ist ¢ f konstant, fir ¢ > 0 gilt {c¢ f(w) > a} = {f(w) > a/c}, und fiir
¢ <0ist {cf(w) >a} ={f(w) < a/c}, und deshalb folgt die Messbarkeit von ¢ f in allen Féllen. Wegen
{f2(w) > a} = {f(w) > Va}U{f(w) < —a} fiir a >0 bzw. {f*(w) > a} = Q im anderen Fall folgt
die Messbarkeit von f2. Wegen (A3) und der Abzihlbarkeit der rationalen Zahlen folgt

{fw+gw >a} = [ {fw) >an{gw)>a—q}) € A,
q€Q

und daher ist die Summe f + g messbar.Aus der Identitéit 4 f g = [(f + 9)? — (f — ¢9)?] und dem bereits
gezeigten folgt die Messbarkeit des Produktes f g. Die Messbarkeit von |f| folgt analog wie die von f2.
O



Definition 1.2.9 Sei f: Q — R gegeben. Die Funktionen
[rw) = max{f@), 0}  [~(@) = max{-f@),0} VweQ
heiffen der positive bzw. negative Anteil von f. Es gilt offenbar
f=r—=f Afl=r+f. fF=Af+hHr2 = Af-H/2,

und daher folgt die Messbarkeit von f+, f~ mittels des letzten Lemmas, falls f selber messbar ist.

1.3 Funktionen mit unendlich grofien Werten

Definition 1.3.1 Wir sagen dass eine Abbildung f : Q — R messbar ist, wenn fiir alle o« € R die Menge
{f(w) > a} immer zur Sigma-Algebra A gehdrt. Die Menge aller dieser Funktionen bezeichnen wir mit
M(Q,A). Mit M+ (Q, A) wird die Menge aller f € M(Q, A) mit f(w) > 0 fiir alle w € Q bezeichnet;
beachte aber, dass ein solches f auch den Wert co annehmen kann.

Lemma 1.3.2 Sei f: Q — R, und sei g(w) = f(w) falls f(w) € R ist, sowie g(w) = 0 falls f(w) = +oo
ist. Die Funktion f ist genau dann messbar, wenn g messbar ist, und wenn zusdtzlich die Mengen A, =
{f(w) =00} und A_ = {f(w) = —o0} zu A gehiren.

Beweis: Sei f messbar. Fiir a € R folgt dann

Ay = () {fw) >n} € A4, A° = | J{fw)>-n} € A,
und weiter ist
{g(w)>a} = {f(w) >a}\ Ay Ya>0, {9(w)>a} = {f(w) >a}UA_ Va<0.

Daraus folgt die Messbarkeit von g. Umgekehrt folgt aus AL € A und der Messbarkeit von g wegen
(f@)>a} = {gw) >a}UAs  Va>0,  {f(w) >a} = {glw)>a}\A_ Va<0

auch wieder die Messbarkeit von f. |

Bemerkung 1.3.3 Aus dem letzten Lemma folgt, dass Lemma [T.2.4] auch fir Funktionen mit Werten in
R gilt. Weiter folgt dass fir alle f € M(Q, A) und alle ¢c € R immer gilt

cfs FPolf1L 7 7 e M(9Q,A).
Allerdings ist fir f,g € M(Q,A) die Summe [ + g zundchst undefiniert auf den Mengen
By = {f(w) =00} N{g(w) = —oc}, Ez = {f(w)=—o0}N{g(w) = oo}.
Gelegentlich ist es sinnvoll zu vereinbaren, dass (f + g)(w) = 0 ist fir w € Fy U Es, und in diesem Fall
folgt f + g € M(Q, A).
Aufgabe 1.3.4 Zeige fiir eine beliebige Folge (f,) von Funktionen in R dass

liminf f,(w) = sup inf f(w) YweQ

n—00 n>1 m>n

und finde selber eine entsprechende Aussage fiir den limes superior.
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Aufgabe 1.3.5 Sei f: Q — R so, dass fiir alle ¢ € Q gilt {f(w) > q} € A. Zeige f € M(Q, A).

Lemma 1.3.6 Fir jede Folge (f,) von Funktionen aus M(Q, A) sind auch die durch

f(w) = inf fn( )7 F(w) = Ssup fn(w)v f*(w) = liminf fn(w)v F*(w) = lirnsup fn(w)

n>1 n>1 n—oo n—o00

definierten Funktionen in M(Q,A). Insbesondere ist fir jede punktweise konvergente Folge messbarer
Funktionen auch die Grenzfunktion wieder messbar.

Beweis: Wegen Aufgabe[l.3.4] geniigt es, f und F' zu betrachten. Deren Messbarkeit folgt aber mit Hilfe
von Bemerkung [1.3.3 wegen

{fw)>a} = () {falw) > a}, {F(w)>a} = U {fa(w) > a}.

Korollar zu Lemma Fir alle f,g € M(Q,A) ist fge M(Q,A).

Beweis: Fiir n € N seien

flw) falls [f(w)] <n,
falw) = n falls  f(w)>n,
—n falls f(w) < —n,

und g, seien analog definiert. Dann folgt leicht dass alle f,,g, € M(£,.A) sind, und da sie alle nur
endliche Werte haben, folgt aus Lemma [1.2.8] f, gm € M(Q, A) fiir alle n,m € N. Mit Lemma[T.3.6] folgt
dann fiir n — oo bzw. m — oo dass f g, € M(Q, A) fir alle m € N bzw. fg € M(Q, A). |

Aufgabe 1.3.7 Sei E € A nicht leer, und sei Ap wie in Aufgabe definiert. Zeige: Fir beliebiges
f e M(Q,A) ist die Restriktion von f auf die Menge E immer in M(E, Ag). Umgekehrt, wenn f €
M(E, Ag) gegeben ist, und wenn wir f(w) = 0 setzen, falls w € E€ ist, dann ist diese Fortsetzung von f
in M(Q, A).

1.4 Abbildungen zwischen messbaren Raumen

Im Folgenden seien (£2;,.A4;) beliebige messbare Rdume, wobei j durch eine evtl. unendlich grofie Index-
menge J laufen kann. In der ndchsten Definition ist allerdings zunéchst J = {1,2}.

Definition 1.4.1 Eine Abbildung T : Q1 — Qg heiffit (A1, Az)-messbar, oder manchmal kurz messbar,
falls gilt
VAEA,; : T7HA) € A;. (1.4.1)

Fiir eine beliebige Anzahl messbarer Riume (), A;), eine weitere nicht-leere Menge Q und beliebige
Abbildungen T; : Q — Q;, mit j € J, gibt es genau eine kleinste Sigma-Algebra A auf Q, so dass alle
T, messbar sind; diese ist die von den Mengen T~1(A;), mit beliebigem A; € A; und beliebigem j € J,
erzeugte Sigma-Algebra. Wir sagen dann auch, dass der messbare Raum (€2, A) von den Abbildungen Tj
erzeugt oder riickwérts induziert wird.
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Aufgabe 1.4.2 Sei C C Aj so, dass Az von C erzeugt wird — dass also Ay die kleinste Sigma-Algebra
ist, die alle Mengen aus C enthdlt. Zeige: Genau dann ist T : Q1 — Qo messbar, wenn fir alle ¢ € C gilt
f~Y(C) € Ay. Benutze dies und die Definition der Borel-Sigma-Algebra wm zu zeigen, dass die Definition
von Messbarkeit fir reellwertige Funktionen mit der hier gegebenen tbereinstimmt, wenn man auf R die
Borel-Sigma-Algebra B betrachtet. Vergleiche auch mit Aufgabe [1.2.3]

Aufgabe 1.4.3 Zeige dass stetige Abbildungen von R? nach R™ immer beziiglich der Borel-Sigma-
Algebren messbar sind. Anleitung: FEs darf benutzt werden, dass fiir stetige Funktionen die Urbilder
offener Mengen wieder offen sind.

Aufgabe 1.4.4 Seien jetzt drei messbare Riume (2, A;), j = 1,2,3, gegeben. Zeige: Wenn Ty : Q1 — Qo
und Ty : Qo — Q3 beide messbar sind, dann ist auch die Hintereinanderausfihrung To o T7 : Q1 — Q3
messbar.

1.5 Einfache Funktionen

Definition 1.5.1 Wir nennen ein ¢ € M(, A) eine einfache Funktion, wenn sie nur endlich viele reelle
Werte annimmt. Wenn ¢ nicht die Nullfunktion ist, bezeichnen wir diejenigen Werte von ¢, welche # 0
sind, mit c1,...,Cy, sodass diese Zahlen also alle verschieden sind. Dann sind die Mengen

A = {w : ¢p(w)=¢} € A (1<j<n), (1.5.1)

paarweise disjunkt, aber im Allgemeinen ist ihre Vereinigung nicht gleich Q, da ¢ auch die Zahl O als
Wert annehmen kann. Es gilt aber in jedem Fall

¢ =Y cixa,- (1.5.2)
j=1

Insbesondere ist ¢(w) = 0 genau dann, wenn w ¢ U;A; ist. Die Menge der einfachen messbaren Funktio-
nen ist genau die lineare Hiille aller charakteristischen Funktionen von Mengen aus A. Die Darstellung
einer einfachen Funktion in der Form ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Summanden und
wird im Folgenden Standarddarstellung genannt. Beachte aber, dass auch die Nullfunktion einfach ist,
und wir erhalten deren Standarddarstellung, indem wir in n = 0 setzen, so dass die Summe leer
15t.

In den Lehrbiichern ist die Standarddarstellung einfacher Funktionen meist etwas anders definiert — der
Vorteil unserer Definition zeigt sich z. B. in der folgenden Aufgabe:

Aufgabe 1.5.2 Zeige dass fiir jede nicht-triviale einfache Funktion ¢ in Standarddarstellung (1.5.2) und
jedes A € A die Funktion ¢ xa ebenfalls einfach ist und die Darstellung

n
dxA = D ¢jXana,
j=1
besitzt. Dies ist auch die Standarddarstellung, wenn wir die Terme mit AN A; = () ignorieren.
Fiir manche messbaren Réume (welche?) sind alle messbaren Funktionen auch einfache Funktionen — das
néchste Lemma zeigt, dass auch bei allgemeinen Rdumen die messbaren Funktionen nicht so viel allge-

meiner als die einfachen Funktionen sind, und das ist in gewissem Sinne der Schliissel zur Lebesgueschen
Integraldefinition.
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Lemma 1.5.3 Jedes f € MT(Q, A) ist der punktweise Grenzwert einer monoton wachsenden Folge von
einfachen Funktionen ¢, € M*(Q, A).

Beweis: FirneNund £k =0,...,n2" — 1 sei
B = {k27" < flw) < (k+1)27"},  Buzen = { flw) 2 n}.
Fiir jedes feste n bilden die Mengen FEj, ,, eine Zerlegung von §2 in messbare Mengen, und wir setzen

nan

$n = > k27"xm, VneN.
k=1

Die so definierten Funktionen sind offenbar einfach. Da bei Ubergang von n zu n + 1 die Mengen Ej ,
weiter in Teilmengen zerlegt werden, ergibt sich, dass die Folge ¢,, monoton wichst. Falls f(w) = oo ist,
ist w € Eyan , fiir alle n € N, und dann folgt ¢, (w) — oo fiir n — oo. Im anderen Fall folgt fiir n > f(w)
dass 0 < f(w) — ¢n(w) < 27™ ist, woraus ebenfalls folgt ¢, (w) — f(w) fir n — oo. a

1.6 Mafie und Mafiraume

Definition 1.6.1 Eine Abbildung i : A — R heifit ein MaR auf A, falls folgendes gilt:

(ML) pu(0) = 0.
(M2) VA€ A: pA) >o.

oo oo
(M3) Fiir jede Folge (A,) von paarweise disjunkten Mengen in A ist u ( U An) = Z w(Ay).
n=1 n=1

Die Eigenschaft (M3) heifit auch Sigma-Additivitdt. Falls u(Q) < oo ist, dann folgt wegen der Sigma-
Additivitdt, dass das Maf$ iberhaupt nur endliche Werte annimmt, und solche Mafle werden endlich
genannt. Falls Q die Vereinigung von abzihlbar vielen Mengen E,, mit u(E,) < oo ist, dann heifit u auch
sigma-endlich. Ist auf (Q, A) ein Maf u gegeben, dann heifft das Tripel (Q, A, 1) auch kurz ein Mafraum.

Aufgabe 1.6.2 Sei (2, A, u) ein Mafraum, und sei E € A nicht leer, sowie Ap wie in Aufgabe
Zeige dass die Einschrinkung von p auf Ap wieder ein Maf ergibt. Wir werden gelegentlich (E, Ag, 1)
auch als Unterraum von (2, A, ) bezeichnen, ohne darauf hinzuweisen, dass dabei p eigentlich gleich
der Restriktion des urspringlichen Mafes ist. Zeige weiter: Wenn v irgendein Maf$ auf (E, Ag) ist, und
wenn wir o(A) :=v(ANE) fir A € A setzen, dann erhalten wir ein Maf$ auf (2, A). Berechne o(E°).

Beispiel 1.6.3 Auf jedem messbaren Raum (2, A) ist die Nullabbildung ein Maf auf A. Genauso ist

durch 0 falls A—0
acts =
wA) = { 0o falls A # 0

ein Mafl gegeben. Mit festem, aber beliebigem p € Q ist

_ 0 fallspg A
Hp(A) = { 1 fallspe A

ein endliches Maj3; es heifit das in p konzentrierte Einpunktmaf. FEin weiteres Maf$, das sogenannte
Zahlmal, ergibt sich, wenn man pu(A) fir A € A gleich der Anzahl der Elemente von A setzt; dieses Maf
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ist endlich, falls Q) eine endliche Menge ist, es ist sigma-endlich, falls Q0 abzdhlbar ist. Alle diese Mafle
sind insbesondere auf der Potenzmenge von §) definiert. Spiter werden wir zeigen, dass es auf (R, B)
genau ein Maff A gibt, welches jedem Intervall seinen Inhalt zuordnet; dieses soll Lebesgue- oder Borelmaf
genannt werden. Schlieflich gibt es zu jeder monoton wachsenden und rechtsseitig stetigen Funktion g auf
R genau ein Maf Ay auf (R, B), welches jedem halboffenen Intervall (a,b] mit a < b die Zahl g(b) — g(a)
zuordnet; es heiffit das von g erzeugte Lebesgue- oder Borel-Stieltjes-Maf. Seine Ezistenz wird ebenfalls
spiter bewiesen. In den Ubungen werden wir aber die Existenz dieser Mafe voraussetzen.

Aufgabe 1.6.4 Seien p und v zwei Mafle auf A. Zeige dass o = u + v ebenfalls ein Maj ist. Zeige
weiter: Wenn p und v beide sigma-endlich sind, dann gilt dasselbe auch fir o.

Aufgabe 1.6.5 (Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume) Sei Q = N, A = P(N) die Potenzmenge von
N, und sei (p;) eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen. Zeige dass durch

p(4d) = > p; VACN

jeEA

ein Map auf (N, P(N)) definiert wird. Uberlege, wie man ein analoges Map auf jeder abzihlbaren Menge
Q definieren kann. Falls zusdtzlich noch gilt, dass Zj pj = 1 ist, nennt man einen solchen Mafraum auch
diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. Allgemeiner spricht man immer von einem Wahrscheinlichkeitsraum
(A, 1), wenn p(Q) = 1 ist, und in diesem Fall verwendet man statt p meist den Buchstaben p wie
“probability” zur Bezeichnung des Mafes. Die Interpretation ist dann so, dass bei einem Zufallsexperiment
die Wahrscheinlichkeit dafir, dass der Ausgang des Experimentes in A liegt, gleich p(A) ist.

Im Folgenden sei immer ein fester Mafraum (€2, A, i) gegeben.

Lemma 1.6.6 Fir E,F € A mit E C F gilt immer u(E) < pu(F). Falls zusdtzlich p(E) < oo ist, gilt
auch p(F\ E) = p(F) — p(E).

Beweis: Es ist immer F = EU(F \ F) und EN (F\ E) = 0, und deshalb folgt die Behauptung aus
(M3) — beachte, dass in (M3) einige der Mengen A,, auch leer sein kénnen! a

Aufgabe 1.6.7 (Subadditivitit des Mafes) Sei (A,,) eine Folge von Mengen in A, welche nicht not-
wendigerweise paarweise disjunkt sind. Zeige

[t (@An) < i (An) .

n=1

Man nennt diese Eigenschaft eines Mafes auch seine Subadditivitét.

Lemma 1.6.8 (Monotonie bzw. Stetigkeit des Mafles) Sind E,, € A mit E,, C E,11, firn € N

gegeben, so gilt immer
oo

(U B) = Jim (.
n=1

Sind F,, € A mit F,, D F,,11, fir n € N gegeben, und ist u(Fy) < oo, so gilt immer

n—00

,u( ﬁ Fn> = lim w(F,).
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Beweis: Falls fiir irgend ein n gilt u(E, ) = oo, dann folgt aus dem vorangegangenen Lemma das gleiche
fiir alle groferen n, und daher gilt dann die erste Behauptung. Falls umgekehrt alle u(E,) < oo sind,
dann setzen wir 41 = Fy und A4,, = E,, \ E,—; fiir n > 2. Dann sind die A,, paarweise disjunkt, und ihre
Vereinigung ist gleich der der E,. Daher gilt

M( G En> = iu(z‘ln) = u(Er) +

n=1

M8

(1(Bn) = p(En)) = lim p(E,).

n=1

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, wenn man FE,, = Q\ F), setzt und die de Morganschen Regeln
verwendet. a

Aufgabe 1.6.9 Zeige dass im letzten Lemma die Voraussetzung u(F1) < oo im Allgemeinen nicht weg-
gelassen werden darf.

Aufgabe 1.6.10 Sei f € MT(Q, A), und seien A, = {f(w) > 1/n}, n € N, A, = {f(w) > 0}. Zeige
dass die Folge (u(A,)) monoton wdchst und gegen pu(As) konvergiert.

Proposition 1.6.11 Seien (21,.41) und (Qo, A2) zwei messbare Riume, und sei T : Q1 — Qo eine
messbare Abbildung. Falls auf Ay ein Maf p gegeben ist, dann wird durch
pr(B) = w(T7Y(B)) VBecA, (1.6.1)

ein Maf$ auf Ay definiert.

Beweis: Wenn paarweise disjunkte Mengen B,, € As gegeben sind, dann sind auch die Urbildmengen
T~Y(B,,) paarweise disjunkt, und daher folgt

wr (U B) = u(Ur6) = St @) = Y (s,

Die iibrigen Eigenschaften eines Maftes werden von pp offenbar erfiillt. |

Definition 1.6.12 Seien (21 ,.A1, 1) ein Mafraum und (s, As) ein messbarer Raum, und sei T : Q; —
Qo eine messbare Abbildung. Das in Proposition[1.6.11] definierte Maf$ ur auf Az wird im Folgenden auch
als Bildmafl bezeichnet.

Aufgabe 1.6.13 (Verteilungsfunktionen) Sei (2, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum, also p(Q) = 1,
und sei f: Q1 — R messbar. Die Funktion F : R — [0, 1] mit

F(t) = p({flw)<t}) VteR (1.6.2)

heifst Verteilungsfunktion von f. Zeige dass F' monoton wachsend und rechtsseitig stetig ist, und dass
F(t) = 0 fir t — —oo bzw. F(t) — 1 fiir t — oo gilt. Uberlege, ob man eine solche Verteilungsfunktion
auch bei einem allgemeinen Mafraum definieren kann, und ob diese dann analoge Eigenschaften hat bzw.
wo Unterschiede auftreten.

Aufgabe 1.6.14 Berechne die Verteilungsfunktion einer einfachen Funktion ¢. Anleitung: Betrachte
statt der Standarddarstellung von ¢ besser eine derselben Form , wobei aber auch eine der Zahlen
c; gleich 0 sein kann, so dass dann die Mengen A; immer eine Zerlegung von Q ergeben, und beachte
dass dann o. B. d. A. vorausgesetzt werden kann, dass die Zahlen c; streng monoton wachsen.
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Aufgabe 1.6.15 Benutze die Eindeutigkeit der Lebesgue-Stieltjes-Mafle um zu zeigen: Wenn (0, A, u)
ein Wahrscheinlichkeitsraum, f : @ — R messbar, sowie F : R — [0,1] die zugehirige Verteilungsfunktion
ist, dann ist das durch Proposition [1.6.11] gegebene MafS auf R gleich dem durch F definierten Lebesgue-
Stieltjes-Mays.

Definition 1.6.16 FEine Menge N € A heifit Nullmenge, wenn u(N) = 0 ist. Wenn irgend eine Aussage
A(w) fiir alle w € E\ N mit einer Nullmenge N gilt, dann sagen wir dass A(w) p-fast {iberall auf E
richtig ist und schreiben A(w) p~f. 4. auf E; falls E = Q ist, schreiben wir auch kiirzer A(w) p—£. . Wir
sagen insbesondere dass eine Funktion f auf Q u—f. . definiert ist, wenn es eine Nullmenge N C ) gibt,
so dass [ auf N¢ definiert ist. Eine solche Funktion heifft messbar, falls es maglich ist, f(w) fir w € N
so zu definieren, dass die fortgesetzte Funktion messbar ist.

Aufgabe 1.6.17 (Messbarkeit f. ii. definierter Funktionen) Sei f auf Q p—f. i. definiert. Nach
Definition gibt es dann eine Nullmenge N C €, so dass f auf N¢ definiert ist. Zeige:

(a) Wenn f messbar ist, wenn also f(w) fir w € N so definiert werden kann, dass die fortgesetzte
Funktion messbar ist, dann kann man o. B. d. A. setzen f(w) =0 fir w € N.

(b) Wenn es eine Teilmenge B C N gibt, welche nicht messbar ist, dann gibt es eine Fortsetzung von
f, welche nicht messbar ist. Vergleiche hierzu auch Definition [1.8.1]

(c) Die Definition der Messbarkeit einer u—f. ii. definierten Funktion hdngt nicht von der Wahl der
Nullmenge N ab.

1.7 Einige Eigenschaften des Lebesgueschen Mafies

Im Folgenden gehen wir von der Existenz und Eindeutigkeit des Lebesguemafes in R? aus und verwenden
die Ergebnisse des letzten Abschnittes, um einige einfache Eigenschaften dieses Mafses abzuleiten.

Satz 1.7.1 (Eigenschaften des Lebesguemafies) Das Lebesguemafl auf der Borel-Sigma-Algebra in
R? hat folgende Eigenschaften:

a) Das Lebesguemaf jeder abzdhlbaren Menge ist gleich Null.

(
(b) Eine nichtleere offene Menge in R? hat positives Lebesguemap.

(d
(e

)
)
(c) Eine beschrinkte messbare Teilmenge von R? hat endliches Lebesguemap.
) Es gibt iberabzdhlbare Teilmengen von R, deren Lebesguemaf$ gleich Null ist.
)

Das Lebesguemafl in R? ist translationsinvariant, d. h., fir jede Lebesguemessbare Menge E C R?
und jedes a € R? ist auch a + E Lebesquemessbar, und E und a + E haben dasselbe Lebesguemaf.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der Sigma-Additivitdt und der Tatsache, dass jede einelementige
Menge in R? ein Intervall mit Inhalt Null ist. Die zweite ergibt sich aus Lemma da jede offene
Menge ein nicht-leeres offenes Intervall enthilt. Die dritte folgt, da eine beschrinkte Menge in einem
(beschrénkten) Intervall enthalten ist. Fiir die nichste Aussage betrachten wir die sogenannte Cantor-
Menge: Beginnend mit dem abgeschlossenen Intervall My = [0,1] konstruieren wir eine Folge (M,,)
abgeschlossener Teilmengen von R. Dabei ist jedes M,, die Vereinigung von 2" disjunkten abgeschlossenen
Intervallen der Lange 37", und um M, 1 zu erhalten, zerlegen wir jedes Teilintervall von M, in drei gleiche
Teile und entfernen das Innere des mittleren Drittels. Das Lebesguemaf von M, ist also gleich (2/3)™,
und aus der Stetigkeit des Mafses folgt dass der Durchschnitt M aller M,, eine Nullmenge ist. Stellt man
die reellen Zahlen als 3-adische Dezimalbriiche dar, so liegen in M genau die Zahlen, die nicht die Ziffer
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1 enthalten (und, bis auf die Zahl 1, nicht die triviale Periode 2 enthalten). Daher ist M gleichméchtig
zur Menge M, also iiberabzihlbar. Die letzte Aussage folgt aus der Tatsache, dass die Translation jedes
Intervalls wieder ein Intervall gleichen Inhaltes ist. Wenn wir also p,(E) = A(a + E) setzen, so erhalten
wir ein Maf auf der Borel-Sigma-Algebra, welches auf Intervallen mit dem Lebesguemals tibereinstimmt.
Wegen der Eindeutigkeit des Lebesguemafes folgt dann aber p, = A. a

Mit Hilfe der Translationsinvarianz kann man jetzt die weitergehende Eigenschaft der Bewegungsinvarianz
zeigen. Dazu brauchen wir folgenden Begriff:

Definition 1.7.2 Eine Abbildung T : R¢ — R? heifit eine Bewegung, wenn gilt
Va,yeR?: IT(x) =T = llz—yl-

Die Abbildung heifit affin, wenn es ein b € R? und eine d- reihige quadratische Matriz A gibt, so dass
T(x) = Az + b fiir alle z € R%. Eine affine Abbildung ist genau dann eine Bewegung, wenn A eine
orthogonale Matriz ist.

Aufgabe 1.7.3 Zeige dass jede Bewegung immer affin sein muss — vergleiche hierzu z. B. das Buch [5].
Benutze dies um weiter zu zeigen: Wenn a € R? ist, dann gibt es ein b € R?, so dass T, o T = T o Ty, ist,
wobei T, (x) = x + b eine Translation um den Vektor a sein soll, und entsprechend fiir b.

Satz 1.7.4 (Bewegungsinvarianz des Lebesguemafies) Fiir jedes feste d € N bezeichne B die Borel-
Sigma-Algebra in RY, und W = [0,¢e) mit e := {(1,...,1) sei der d-dimensionale Einheitswiirfel in RY.
Dann gilt:

(a) Wenn p ein translationsinvariantes Maf auf B ist, und wenn « := p(W) < oo ist, dann ist u(E) =
a\(E) fir alle E € B.

(b) Das Lebesguemaf ist das einzige translationsinvariante Maff X auf B mit \(W) = 1.

(¢) Das Lebesguemafs ist bewegungsinvariant.

Beweis: Wenn W,, = [0,n"te) := {(z1,...,24) : 0<z; <1/n, 1 <j <d} ist, wobei n € N liegt, dann
ist W = W, die disjunkte Vereinigung von n? Wiirfeln, welche alle Translationen von W,, sind, und daher
folgt u(W,,) = a/n?. Wenn jetzt I = [a,b) ein beliebiges nichtleeres d-dimensionales Intervall ist, dann
ist pw(I) = pu([0,b — a)), und durch Approximation “von innen” mit Vereinigungen von Translationen von
W,, und GrenzBergang n — oo kann gezeigt werden, dass u(I) = a A(I) ist. Daraus und der Definition
von B folgt Behauptung (a). Die zweite Behauptung ist offenbar eine Konsequenz der ersten. Um (c) zu
zeigen, sei eine beliebige Bewegung T gegeben, und fiir jedes E € B sei A\r(F) := MT1(E)), also das
zugehorige Bildmaf. Von diesem MaR zeigt man mit Aufgabe [I.7.3] sehr leicht die Translationsinvarianz,
und dann gibt es nach (a) ein a € Ry mit Ar = aA\. Wenn jetzt aber E die Einheitskugel in R? ist, dann
sieht man, dass T diese auf eine Translation von E abbildet, so dass Ar(E) = A(E) ist, und daher muss
a =1 sein. O

Wiinschenswert wire es, wenn das LebesguemaR fiir alle Teilmengen von R definierbar wire; dass dies
nicht moglich ist, zeigt die folgende Proposition:

Proposition 1.7.5 Sei pi ein auf der Potenzmenge P(R?) definiertes translationsinvariantes MafS. Dann
sind entweder alle beschrinkten Mengen Nullmengen, oder jede Menge mit nichtleerem Inneren hat un-
endliches Mays.

Beweis: Sei I = [0,1]¢ der abgeschlossene d-dimensionale Einheitswiirfel. Fiir = (z1,...,24),y =
(y1,--.,ya) € I definieren wir durch

x ~ Yy <~ xl—y1€@
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eine Aquivalenzrelation auf I. Mit Hilfe des Auswahlaxioms konnen wir aus jeder Aquivalenzklasse einen
Représentanten auswihlen, und wir bezeichnen mit E die Menge aller so erhaltenen Reprisentanten.
Wenn I, = [—1,2] x 1471 ist, folgt

rc {J wa+B cb,
q€QN[-1,1]

wobei e; der erste Einheitsvektor ist. Da die Mengen ge; + E paarweise disjunkt sind, folgt mit der
Sigma-Additivitdt und der Translationsinvarianz von p, dass

p) < > (ger + B) = ) uE) < plla).

qeQN[-1,1] q€eQN[—-1,1]

Falls p(E) = 0 ist, folgt hieraus p(I) = 0, und im anderen Fall ergibt sich p(I3) = co. Wenn man erneut
die Sigma-Additivitdt und Translationsinvarianz von p benutzt, folgt die Behauptung. o

1.8 Vervollstindigung von Mafsen

Definition 1.8.1 Die Sigma-Algebra A heifit vollstindig, falls jede Teilmenge einer Nullmenge N € A
wieder zu A gehdrt. Dies ist nicht immer der Fall; z. B. kann man zeigen, dass die Borel-Sigma—Algebra
nicht vollstindig ist. Die von den Mengen A € A und allen Teilmengen Z C N, mit u(N) = 0, erzeugte
Sigma-Algebra A, heifst die Vervollstandigung von A. Es ist nicht offensichtlich, soll aber jetzt gezeigt
werden, dass A, vollstindig ist.

Lemma 1.8.2 Genau dann ist A C A,, wenn eine der beiden dquivalenten Aussagen erfillt ist:

(a) FEs gibt ein B € A und eine Nullmenge N € A, so dass A= BU Z ist, fir ein Z C N.

(b) Es gibt ein B € A und eine Nullmenge N € A, so dass A= (BU Zy)\ Zs ist, fir Z1,Zs C N.

Beweis: Klar ist, dass aus (a) die Aussage (b) folgt, denn wir kénnen Z; = Z und Z; = ) setzen. Wenn
umgekehrt (b) erfiillt ist, dann folgt

A = (BUZ5)U(Z1\Z2) = (B\N)U(BN(N\Z))U(Z1\ %) = CUZ,

mit C = B\ N € Aund Z C N. Also gilt (a). Sei jetzt A’ die Familie aller Mengen A, welche (a) erfiillen.
Nach Definition von A, folgt A’ C A,. Wir wollen zeigen, dass A’ eine Sigma-Algebra ist, und wenn dies
s0 ist, dann muss A" = A, sein, da A, die kleinste Sigma-Algebra ist, welche alle Mengen der Form (a)
enthilt. Offenbar erfiillt A’ das Axiom (A1), denn wir kénnen ja A = Q und Z = () wihlen. Wenn ein A
die Eigenschaft (a) hat (also in A’ liegt), dann ist A° = BN Z¢ = B¢\ Z und erfiillt somit (b) fiir B¢
an Stelle von B und Z; =}, Zo = Z. Da (b) und (a) dquivalent sind, folgt A° € A’. Seien jetzt A, € A’,
also A, = B, UZ,, mit B, € A, Z,, C N,, € A und p(N,,) =0, fiir alle n € N. Dann folgt

A=) A =Buz, B=|JB. Z=\|J Zcl No:=N.
n=1 n=1 n=1 n=1
Weil u(N) <3, n(Ny,) = 0 ist, folgt A € A’. Das war zu zeigen. O

Aufgabe 1.8.3 (Vollstéindigkeit von A,) Benutze das letzte Lemma, um die Vollstindigkeit von A,
22U zeigen.
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Aufgabe 1.8.4 (Wohldefiniertheit der Mafifortsetzung) Seien A;, As € A,, also von der Form
A; = B;UZ;, Z; C Nj, mit Bj € A und Nullmengen N; € A. Gib ein Beispiel dafir, dass Ay = A
gelten kann, obwohl By # By ist. Zeige aber: Wenn Ay = Ay ist, dann folgt u(B1) = pu(Bs).

Aufgabe 1.8.5 (Fortsetzung des Maftes auf A,) Sei A € A,, also von der Form A= BUZ,Z C N,
mit B € A und einer Nullmenge N € A. Wegen der vorangegangenen Aufgabe kénnen wir definieren
ty(A) = u(B). Zeige dass dadurch ein Maf auf A, gegeben ist, und dass fir A € A folgt u,(A) = u(A).
Also ist p, die Fortsetzung von p auf A,. Zeige weiter, dass es nur eine solche Fortsetzung von p auf A,
gibt.

Da wir im Allgemeinen auf € zwei unterschiedliche Sigma-Algebren A und A, haben, stellt sich die Frage,
inwieweit sich die Begriffe der A- bzw. A,-Messbarkeit von Funktionen unterscheiden. Dazu zeigen wir
das folgende Resultat:

Proposition 1.8.6
(a) Zu jedem f € M(Q,A,) gibt es ein g € M(Q, A) so, dass f(w) = g(w) pf. .
(b) Ist f € M(Q,A), und ist g(w) = f(w) p-t. 1., so folgt g € M(Q,A,).

Beweis: Zu (a): Fiir ¢ € Q sei Ay = {f(w) > q}. Wegen der A,-Messbarkeit von f ist diese Menge in
A,, und daher gibt es ein B; € A und eine Nullmenge N, € A mit A, = B, U Z,, wobei Z, C N, ist. Da
Q abzahlbar ist, folgt dass die Vereinigung aller N, eine Nullmenge N € A ist. Wenn wir g(w) = f(w)
fiir w & N bzw. g(w) =0 fiir w € N setzen, gilt fiir ¢ < 0:

{9(w)>q} = AJ,UN = B,UN € A,

wéhrend fiir ¢ > 0 folgt

{9(w) >qt = AJ\N = B;\N € A.
Wegen Aufgabe [1.3.5]folgt g € M(€2, A). Zu (b): Sei N € A eine Nullmenge, sodass f(w) = g(w) fiir alle
w & N ist. Dann gilt fiir alle « € R

{9(w)>a} = ({f(w)>a}\N)UZa,

mit einer Teilmenge Z, C N. Daraus folgt die Behauptung. a

Definition 1.8.7 (Lebesgue-Sigma-Algebra und Lebesguemall) Die Vervollstindigung der Borel-
Sigma-Algebra B heifit die Lebesgue-Sigma-Algebra auf R? und soll im Folgenden mit L bezeichnet sein.
Der Einfachheit halber wird die Fortsetzung des Lebesguemajfes A ebenfalls mit dem Buchstaben \ be-
zeichnet und ebenfalls Lebesquemafl genannt.
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Kapitel 2

Das Lebesgue-Integral

Wir wollen jetzt schrittweise definieren, was wir unter dem Symbol [ 4 [ dp verstehen. In jedem Fall ist
fA f dp eine reelle Zahl oder +oo, und wir nennen sie Integral von f dber die Menge A. Wenn A =
ist, schreiben wir oft auch kurz nur [ f du — beachte aber, dass wir in dieser Vorlesung immer bestimmte
Integrale betrachten, sodass [ fdu niemals eine Stammfunktion von f bezeichnet. Es ist auch allgemein
garnicht moglich, fiir eine beliebige Grundmenge 2 die Ableitung einer Funktion f : 2 — R zu definieren,
da nicht klar ist, was in diesem Fall ein Differenzenquotient bzw. sein Grenzwert bedeuten soll.

2.1 Das Integral nicht negativer Funktionen

Definition 2.1.1 Fiir eine einfache Funktion ¢ € M™*(Q, A), die dann per Definition nicht co als Wert
annimmt, definieren wir das Integral von ¢ iiber Q als

/¢dM =) ¢ pu4),
Q =

wobei die nicht-negativen Zahlen c; und die Mengen A; wie in der Standarddarstellung gewdhlt
sind. Im Falle dass eine der Zahlen u(A;) gleich oo ist, ist natirlich auch das Integral unendlich. Beachte,
dass in unserer Definition der Standarddarstellung alle c; echt positiv sind, wihrend z. B. im Buch von
H. Bauer [3| auch ein c; = 0 auftreten kann. In diesem Fall ist ggf. die Konvention 0oco = 0 zu beachten,
und daher kann ein solcher Term immer weggelassen werden.

Fiir jedes A € A und jede einfache Funktion ¢ € M™(Q,A) ist offenbar x4 ¢ wieder eine einfache
Funktion in M*(Q, A); dies wird im néichsten Lemma verwendet.

Lemma 2.1.2 Fiir einfache Funktionen ¢, € M™T(Q, A) und eine Konstante ¢ > 0 gilt immer, dass
¢+ und c ¢ ebenfalls einfache Funktionen in M™*(Q, A) sind, und

/Q(¢+¢)du = /QMM + /deu, /Q(cqb)du =c /qud,u.

Weiter ist die Abbildung us : A — R, gegeben durch

to(A) = / pxadp VAeA
Q

ein Maf auf (Q, A).
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Beweis: Seien ¢ = > a; Xa; bzw. ¢ = > ity bk xB, die Standarddarstellungen von ¢ bzw. 1, und
seien noch Ay = {w : ¢(w) = 0}, By = {w : ¥(w) = 0}. Dann folgt

= UAJ‘:UBkv Zag ZXAmBk, ZzkaAﬂBk~
§=0 k=0 3=0

7j=0 k=0

Mit der Integraldefinition und der Sigma-Additivitdt von u folgt weiter

[oan =S a w0z, [vdn =3 S nutanm.
Jj= 0 k=0 7=0 k=0
Wenn ¢4, ..., ¢, die von Null verschiedenen Elemente der Menge {a; + by} sind, und wenn wir
C, = U (A; N By) v =1,...,p
aj+bk:(;,/

setzen, dann ist
P
¢ + w = Z Cv XC, 5

und dies ist die Standarddarstellung der Summe. Daher gilt

n m

/(¢+¢ Zi: Zgaﬂubk 1(A; N By) /¢du+/¢du

Die zweite Regel ist offenbar richtig, so dass nur noch die Mafeigenschaften von p4 zu zeigen sind. Dass die
Axiome (M1) und (M2) erfiillt sind, ist klar nach der Definition. Fiir den Nachweis der Sigma-Additivitét
betrachten wir paarweise disjunkte Mengen E,, € A, mit m € N, und setzen F = U°_, E,,,. Dann folgt
mit Hilfe von Aufgabe und der Sigma—-Additivitit von p, dass

n n oo o0
[ oxe du=3en(E04) =30 Y w(Enna) =SS o (B A)) /m .
Q j=1 7j=1 m=1 m=1 j=1
Das war zu zeigen! O

Bemerkung 2.1.3 Aus den obigen Rechenregeln folgt sofort: Sind ¢, € M*T(Q, A) einfach, und gilt
¢ <1, d. h., d(w) < Y(w) fiir alle w € Q, so ist [ ¢dp < [ dup, weil namlich n =y — € MT(Q, A)

ist, und daher ist [ndp >0, und
/wdu = /¢du + /ndu-

Dies rechtfertigt die nun folgende Definition von Integralen beliebiger Funktionen f € M™(Q, A).

Definition 2.1.4 Fiir eine beliebige Funktion f € M1 (Q,A) sei [ fdu=sup [ ¢du, wobei das Supre-
mum iber alle einfachen Funktionen ¢ € M (Q, A) mit ¢ < f erstreckt wird. Der Wert [ f du, welcher
auch oo sein kann, heifit das Integral von f {iber Q beziiglich des Mafes . Fiir irgendeine Menge A € A
ist offenbar fxa € MT(Q, A), und wir definieren

/Afdu — [ Fxadn

als das Integral von f iiber A beziiglich des Mafies u, oder kiirzer als das Integral von f iiber A. Beachte,
dass aus der vorangegangenen Bemerkung geschlossen werden kann, dass im Falle einer einfachen Funk-
tion f die hier gegebene Definition des Integral gleich der vorangegangenen ist. Vergleiche zur Motivation
dieser Definition auch Lemma [1.5.3| und den noch folgenden Satz iiber die monotone Konvergenz.
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Bemerkung 2.1.5 Die folgenden FEigenschaften des Integrals ergeben sich unmittelbar aus der Definiti-
on:

(a) Aus f,g € MT(Q, A) und f < g folgt [ fdu < [gdpu.
(b) Aus f € MT(Q,A), A,Be Aund AC B folgt [, fdu < [, fdu.

Wir sagen auch, dass das Integral sowohl im Integranden als auch im Integrationsbereich monoton ist.

Aufgabe 2.1.6 (Integrale als Reihen) Seien Q =N, A = P(N), und p das Zihimafs. Fine Funktion
f auf N ist also eigentlich eine Zahlenfolge (f;). Zeige: Das Integral von f iber N, wobei hier f > 0 sein
soll, ist in diesem Fall genau gleich dem Wert der unendlichen Reihe Zj fi

2.2 Der Satz von Beppo-Levi und das Fatousche Lemma

Der folgende Satz ist einer von zwei zentralen Sétzen zur Vertauschung von Grenzwert und Integral.
Dabei ist wichtig zu beachten, dass er nur bei sogenannter monotoner Konvergenz anwendbar ist, und
dass der Grenzwert der Integrale auch unendlich sein kann!

Satz 2.2.1 (Satz von Beppo-Levi iiber monotone Konvergenz) Gegeben sei eine Folge (f,) von
Funktionen aus M™(Q, A), sodass fiir alle w € Q die Wertefolge (f,(w)) monoton wichst. Dann ist die
Grenzfunktion f, definiert durch f(w) = lim, o fn(w), in MT(Q, A), und es gilt

/fdu = nh_}rr;o /fnd,u.

Beweis: Nach Lemma ist die Grenzfunktion f messbar, also in M™(Q,.A). Da fiir alle n € N gilt
fn < f, folgt auch [ f,dp < [ fdp. Seijetzt 0 < a < 1, und sei ¢ € MT (£, A) eine einfache Funktion
mit ¢ < f, sowie

An = { falw) 2adw) } = { falw)—adw)=0} VneN.

Nach Definition der Messbarkeit sind alle A,, € A, und wegen der Monotonie der ( f,,(w)) folgt A,, C A, 41.
Aus der Konvergenz gegen f(w) folgt weiter 2 = U, A,,. Schlieflich folgt

ao(An) = /Anwd“ < /Anfndu < [ fudn < [ 1dn.

Wegen Lemma ist pag ein Mak auf A, und daher folgt mit Lemma [1.6.8

t [ adds = i pes(An) = meo@) = [ avda.

n—oo A
n

Die Folge der Integrale der f, wéchst monoton und daher existiert ihr Grenzwert, ist aber evtl. gleich

0o. Daher folgt
/a¢du=a/¢du§lim /fndu = 1.

Léasst man jetzt « — 1— konvergieren, so folgt f ¢dp < I, und da ¢ eine beliebige einfache Funktion mit
¢ < f ist, folgt nach der Integraldefinition, dass [ fdu < I sein muss. Daraus folgt die Behauptung. O
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Aufgabe 2.2.2 In Aufgabe wurde klar, dass unendliche Reihen mit positiven Gliedern als Integrale
auf einem speziellen MafSraum aufgefasst werden kénnen. Formuliere den Satz von Beppo-Levi fir diesen
Mafraum als einen Satz iber unendliche Reihen.

Der Satz von Beppo—Levi hat die folgenden wichtigen Konsequenzen:

Korollar 1 zu Satz Fiir f,ge MT(Q,A) und c >0 sind c f, f+g € MT(Q, A), und es gilt

/cfdu =c /fdu, /(f+g)du = /fdu + / gdu.

Beweis: Nach Lemmall.5.3|gibt es monoton wachsende Folgen (¢,,) und (1,,) von einfachen Funktionen,
welche gegen f bzw. g konvergieren. Dann sind aber auch (¢ ¢,,) und (¢, +1,,) monoton wachsende Folgen
einfacher Funktionen mit den Grenzwerten c f bzw. f + g, und die Behauptung folgt aus dem Satz von
Beppo-Levi bzw. dem ersten Teil von Lemma 2.1.2] a

Korollar 2 zu Satz Fiir jedes feste f € MT(Q, A) ist us : A — R, definiert durch

15(A) :/Afdu VAEA,

ein Maf$ auf der Sigma-Algebra A, und es gilt

ur(A) = /A fdu =0 = flw) = 0 pt i auf A.

Beweis: Die Axiome (M1) und (M2) sind offensichtlich erfiillt. Fiir den Nachweis der Sigma-Additivitét
seien A, € A paarweise disjunkt, und seien f, = >, . fxa, fiir alle n € N. Die Folge (f,) strebt
monoton wachsend gegen fxa, mit A := UAy, und deshalb folgt mit Satz dass

> ) = Jin S0 [ fracde = Jim [ fadn = [ pin = usia)
k=1 k=1

ist. Sei jetzt A € A beliebig gegeben. Fiir n € N sei A, = {f(w)xa > 1/n}, dann folgt 4, C A und
pr(A) = [fxadu > p(A,)/n. Falls up(A) = 0 ist, folgt also p(A4,) = 0, und daher ist u(U,A4,) <
> (An) = 0. Also gilt f(w) = 0 puf. .auf A. Fiir den Beweis der Riickrichtung sei jetzt f(w) = 0
u—f. ii.auf A vorausgesetzt. Wenn ¢ € M™(Q, A) eine einfache Funktion mit ¢ < f ist, dann folgt
auch ¢(w) = 0 p—f. i.auf A. In der Standarddarstellung von ¢ miissen also alle A; so sein, dass
1(A; N A) = 0 ist. Daraus folgt aber fA ¢ dp = 0, und daher ist nach Definition des Integrales klar, dass
Ju fdp=pg(A) =0 sein muss. ]

Korollar 3 zu Satz m Gegeben sei eine Folge (f,,) von Funktionen aus M™(Q
w € Q die Wertefolge (f,,(w)) monoton wichst. Sei weiter f € MT(Q,.A) so, dass f(

u—t. i.gilt. Dann folgt
[tan = Jim [ fada.
n—oo

Beweis: Sei f(w) = limy, o0 fn(w) fiir alle w € Q. Dann ist f(w) = f(w) pf. ii., und daher folgt aus
Korollar dass f fdu= f fdp ist. Mit dem Satz von Beppo—Levi folgt dann die Behauptung. O

,A), sodass fir alle
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Korollar 4 zu Satz Fiir jede Folge (gi) von Funktionen aus M™(Q, A) gilt immer

[(Ea)m=3([am).

k=1
Beweis: Wende den Satz von Beppo-Levi auf die Folge der Partialsummen f,, := >} gi an! ]

Aufgabe 2.2.3 Leite aus dem letzten Korollar einen Satz fiir Doppelreihen ab.
Auch der nichste Satz ist eine Konsequenz des Satzes von Beppo-Levi:

Satz 2.2.4 (Lemma von Fatou) Fiir jede Folge (f,) von Funktionen aus M™(Q, A) gilt immer

/liminf fn dp < liminf / fn du.

n—oo n—r

Beweis: Seien g, € M1 (Q, A) definiert durch

gm(w) = igf frnlw) VweQ VmeN.

Wegen Lemmafolgt, dass alle g, in der Tat in M™ (€, A) sind, und es gilt [ g, dpu < [ f,, dp fiir alle
n > m, also insbesondere ist [ g, dp < liminf [ f,, dp. Fiir jedes w € Q ist die Folge (g, (w)) monoton
wachsend und strebt nach Aufgabe [1.3.4] gegen f(w) := liminf f,(w). Daher folgt die Behauptung aus
dem Satz von Beppo—Levi. o

2.3 Das Integral beliebiger messbarer Funktionen

Definition 2.3.1 FEine Funktion f € M(Q, A) heifit integrierbar (iiber Q), falls f* und f~, definiert in
Definition [1.2.9| beide ein endliches Integral haben, also falls ffi dp < oo sind. In diesem Fall setzen

wir
[ raw= [ raw [ £au,

Falls fiir A € A die Funktion f xa integrierbar ist, nennen wir f iiber A integrierbar und setzen

[otaw = [ fxadn = [ fraw— [ 1

Mit L(Q, A, u) bezeichnen wir die Menge aller iber S integrierbaren Funktionen aus M(Q, A), welche
nur Werte in R annehmen, d. h., welche nicht £oo als Werte haben. Beachte, dass der Buchstabe L hier
nichts mit der Lebesgue-Sigma-Algebra in R™ zu tun hat. Vergleiche die folgende Bemerkung um zu sehen,
dass die letzte Figenschaft in gewissem Sinne keine Einschrinkung bedeutet; sie ist aber notwendig um
sicherzustellen, dass die Menge L(S2, A, u) ein Vektorraum ist.

Bemerkung 2.3.2 Ist f € M(Q,.A) integrierbar, so folgt dass Ny = {f(w) = oo} und Ny = {f(w) =
—oo} zwei Nullmengen sind. Daher konnen wir f auf N1 U Ny neu definieren, ohne das Integral von [ zu
verdndern, und dadurch erreichen, dass alle Werte von f reelle Zahlen sind.
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Aufgabe 2.3.3 (Majorantenkriterium) Zeige: Wenn f messbar und g € L(Q, A, u) ist, und wenn
If ()| < g(w) ist fir alle w € Q, dann folgt f € L(Q, A, ). Das bedeutet, dass fir die Integrierbarkeit
ein Majorantenkriterium gilt.

Aufgabe 2.3.4 Betrachte den speziellen Mafraum aus Aufgabe 2.1.6] In diesem entsprechen Integrale
offenbar unendlichen Reihen. Finde heraus, in welchem Sinn eine Reihe konvergieren muss, damit sie
einer integrierbaren Funktion in diesem Raum entspricht.

Lemma 2.3.5 Fiir jedes feste f € L(Q, A, ) ist die Abbildung py : A — R, definiert durch

pp(A) = /Afdu VAEA,

eine sigma-additive Mengenfunktion; d. h. fir alle Folgen von paarweise disjunkten Mengen A, € A gilt
fiir A :=U,A,

w4 = 3 ). A /Afdu - ;/Anfdu,

wobei die rechts stehenden Reihen absolut konvergieren.

Beweis: Aus der Definition des Integrals folgt py = pp+ — piy-, und nach Korollar 2 zu Satz
sind pg+ zwei Mafe und insbesondere Sigma-—additiv. Die absolute Konvergenz der Reihe folgt, da die
Vereinigung der A,, nicht von der Numerierung der Mengen abhingt und somit die Reihe unbedingt
konvergent ist, was nach Analysis I zur absoluten Konvergenz dquivalent ist. O

Proposition 2.3.6 Genau dann ist f € L(Q, A, 1), wenn |f] € L(Q, A, ) ist, und in diesem Fall gilt
[ rau| < [ imde.

Beweis: Nach Definition ist f € £(, A, u) genau dann, wenn f*, f~ € £(2, A) sind, und dann folgt
If| € L£(Q, A, 1) aus dem Korollar 1 zu Satz Umgekehrt folgt aus |f| € £(2, A, 1) mit Bemer-
kung[2.1.5)dass f+, f~ € L(, A, 1) sind. Aus der Definition des Integrals von f und der Dreiecksunglei-
chung folgt der Rest der Behauptung. ]

Aufgabe 2.3.7 Zeige dass L(2, A, u) unter den Gblichen Verknipfungen von Funktionen ein Vektorraum
iber R ist, und dass das Integral ein lineares Funktional auf L(Q, A, p) im Sinn der linearen Algebra ist.

Aufgabe 2.3.8 Zeige dass jede messbare Funktion f iber jede Nullmenge N integrierbar ist, und dass
immer [y fdp =0 gilt.

Definition 2.3.9 Analog zur Messbarkeit nennen wir eine p—£. i. auf Q definierte Funktion f integrier-
bar auf Q, falls es maéglich ist, f(w) fir w aus einer Nullmenge so zu definieren, dass die fortgesetzte
Funktion integrierbar ist.

Aufgabe 2.3.10 (Integrierbarkeit f. ii. definierter Funktionen) Sei die Funktion f auf Q uf. i.
definiert. Nach Definition gibt es dann eine Nullmenge N C 2, so dass f auf N€¢ definiert ist. Zeige:

(a) Wenn f integrierbar ist, wenn also f(w) fir w € N so definiert werden kann, dass die fortgesetzte
Funktion integrierbar ist, dann kann man o. B. d. A. setzen f(w) =0 fir w € N, und das Integral
1st von der Wahl der Fortsetzung unabhdngig.
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(b) Wenn es eine Teilmenge B C N gibt, welche nicht messbar ist, dann gibt es eine Fortsetzung von
f, welche nicht messbar und damit auch nicht integrierbar ist.

(¢) Die Definition der Integrierbarkeit und das Integral einer p—f. . definierten Funktion hdngen nicht
von der Wahl der Nullmenge N ab.

2.4 Der Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz

Satz 2.4.1 (Lebesguescher Satz iiber dominierte Konvergenz) Seien f,, f € M(Q,.A), und gelte
lim fp(w) = f(w) p—f. .

Falls zusdtzlich ein g € L(Q, A, p) existiert mit | fn(w)| < g(w) fiir alle n € N und alle w € Q, dann folgt

fos f € LD, A, 1), und es gilt
/ fdpy = lim / frdu.
n— oo

Beweis: Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass die Folge (f,(w)) fiir alle w € Q gegen f(w)
konvergiert; andernfalls kann man die Funktionen auf einer (von n unabhéngigen) Nullmenge N abéndern.
Dann ist auch |f(w)| < g(w) fiir alle w € ©, und aus Aufgabe 2.3.3|folgt f,, f € L£(2, A, p). Setzt man
jetzt gF = g + £, so folgt g* € M*(Q, A). Mit dem Fatouschen Lemma folgt

/gdu + /fdu = / lim gffdu < liminf/gi:du = /gdu + liminf(:t/fndu).
n—oo n—oo n—oo

Dies impliziert aber wegen liminf(— [ f,, du) = —limsup [ f, du die Ungleichungskette

[t < it [ odp<tinsop [ fudp < [ an.
n—oo

n—oo

woraus die Behauptung folgt. |

Der Lebesguesche Satz hat die folgenden wichtigen Anwendungen:

Lemma 2.4.2 (Stetigkeit von Parameterintegralen) Sei I C R ein beliebiges Intervall, sei xq € I,
und sei f: I x Q — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fir alle x € I ist f(x,-) integrierbar dber ).
(b) Fiir alle w € Q ist f(-,w) stetig in xg-

(c) Es gibt eine tiber Q integrierbare Funktion g : Q — Ry mit |f(z,w)| < g(w) fir alle (x,w) € I x Q.

Dann st die durch das Parameterintegral

h(z) = /Qf(x,-)du Vaoel

definierte Funktion stetig in x,.

Beweis: Sei (z,,) eine Folge in I, welche gegen xo konvergiert. Durch Anwendung des Lebesgueschen
Satzes auf f, = f(xn,-) folgt dass h(z,) gegen h(xg) strebt, wenn n — oo geht. Daraus folgt die
Behauptung. a
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Lemma 2.4.3 (Differentiation von Parameterintegralen) Sei I C R ein offenes Intervall, sei xg €
I, und sei f: I x Q2 — R eine Funktion mit folgenden FEigenschaften:

(a) Fir alle x € I ist f(x,-) integrierbar dber ).

(b) Fiir alle w € QY ist f(-,w) differenzierbar auf I.

(c) Es gibt eine dber Q integrierbare Funktion g : @ — Ry mit | fy(z,w)| < g(w) fiir alle (z,w) € I x Q.
Dabei ist f,, die partielle Ableitung von f nach x.

Dann ist die durch das Parameterintegral

h(z) = /Qf(x,-)du Veel

definierte Funktion auf I differenzierbar, und es gilt

B (z) = /Qfx(x,-)du Vaeel.

Beweis: Sei g € I, und sei (z,,) eine Folge in I, welche gegen xzy konvergiert, wobei alle x,, # x seien.
Dann ist die Funktionenfolge (f,) mit

fn(w) — f(xnaw)_f(x()aw) VnGN, weN

Ty — o

integrierbar und punktweise konvergent gegen f,(zo,w). Mit dem Mittelwertsatz folgt fiir jedes feste
w € Q und jedes n € N die Existenz eines ¢ (abhingig von w und n), so dass f,(w) = f.(§,w) ist.
Nach Voraussetzung folgt hieraus |f,(w)| < g(w) fiir alle w € ©, und durch Anwendung des Satzes von
Lebesgue folgt die Behauptung. a

2.5 Integration beziiglich eines Bildmalfses

Satz 2.5.1 Mit den Bezeichnungen wie in Definition [1.6.12| gilt: Wenn f € L(Q2, Ag, ur) ist, dann ist
foT e L(M, A1, 1), und

fdur = foTdu.
QQ Ql

Beweis: Sei zuniichst eine einfache Funktion ¢ in der Standarddarstellung betrachtet. Dann ist
¢ o T wiederum einfach und hat die Standarddarstellung 3, c; x5, mit B; = T~1(A;). Nach Definition
von pr folgt pw(B;j) = pr(A;), und daher gilt die Behauptung des Satzes fiir f = ¢. Wenn jetzt f eine
nicht-negative Funktion ist, dann gilt das gleiche auch fiir f o T, und nach Definition sind beide Integrale
gleich dem Supremum der Integrale einfacher Funktionen, welche punktweise unterhalb von f bzw. foT
liegen. Nach dem bereits bewiesenen folgt daher die Behauptung fiir ein solches f. Wenn jetzt f = f™—f~
integrierbar ist, dann ist f o1 = fT o T — f~ o T, und hieraus folgt mit der Integraldefinition dass die
Behauptung auch fiir ein allgemeines f gilt. |

Definition 2.5.2 Sei (2, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein f € M(Q,R) heifit dann auch Zufalls-
variable auf Q. Falls f integrierbar ist, dann heif§it fQ fdu der Erwartungswert von f.
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Korollar zu Satz Sei (Q, A, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei f € M(Q,R) eine integrier-
bare Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F, sowie Ap das durch F definierte Lebesgue-Stieltjes-Majs

auf R. Dann gilt
/fdu = / id d)\p
Q R

wobei id die identische Abbildung auf R bezeichnet.

Beweis: Nach Aufgabe[[.6.15]ist Ap gleich dem Bildmaf der Funktion f, und deshalb folgt die Behaup-
tung, wenn man im Satz T durch f bzw. f durch id ersetzt. o

Bemerkung 2.5.3 In Analysis und Wahrscheinlichkeitsrechnung verwendet man statt fR id dA\p meis-
tens die suggestivere Schreibweise
/ tdF(t).

Es gilt auch allgemeiner fiir beliebiges reelles p > 1 und ein f mit | f|P € M(Q,R) die Gleichung

Lupan = [ rar.

Zum Beweis ersetzt man in Satz die Abbildung T durch f bzw. f durch |id|P.

2.6 Vergleich von Riemann- und Lebesgue-Integral

In diesem Abschnitt betrachten wir die Lebesgue-Sigma-Algebra und das Lebesguemaf A in R, und nennen
das zugehorige Integral auch das Lebesgue-Integral. Wir wollen zeigen dass jede Riemann-integrierbare
Funktion auch Lebesgue-integrierbar ist, und dass die Integrale iibereinstimmen. Dabei ist wichtig zu
beachten, dass wir keine uneigentlichen Riemann-Integrale betrachten!

Proposition 2.6.1 Sei I = [a,b], mit a < b, und sei [ auf I Riemann-integrierbar. Dann ist f auch
Lebesgue-integrierbar auf I, und beide Integrale haben denselben Wert.

Beweis: Zu jeder Zerlegung a = zo < 21 < ... < xxy = b von I definieren wir zwei Treppenfunktionen
¢ und ¢ durch ¢(a) = ¢(a) = f(a) bzw.
o) = my:= inf  f(§), Y(@@) = M;:= sup f(§) firz,1<z<z; (1<j<N).
Tj—15E; zj—1<§<x;

Dann sind ¢, 1) einfache Funktionen mit ¢(z) < f(z) < (z) fir alle z € I, und [; ¢dX bzw. [} dA
ist die zur Zerlegung gehdrige Unter- bzw. Obersumme von f. Wenn wir eine zuldssige Folge von Zer-
legungen betrachten, enthalten wir zwei entsprechende Funktionenfolgen (¢,) und (4,), und wenn wir
die Zerlegungsfolge so wihlen, dass jede Zerlegung eine Verfeinerung der vorhergehenden ist, dann ist
die erste Folge monoton wachsend und die zweite monoton fallend. Beide Folgen konvergieren somit
auf T gegen messbare Funktionen f; bzw. fi, und es folgt fi(x) < f(z) < fa(z) fiir alle € I. Da
|n ()], [t (2)| < K = supgcy |f(€)] ist, fiir alle £ € I und alle n € N, folgt aus dem Satz von Lebesgue
die Integrierbarkeit von fi, fo, und

/fld/\ = lim [ ¢pd\, /deA = lim [ ¢¥nd).
I I I I

n—oQ n—oo

Nach der Theorie des Riemann-Integrals miissen die entsprechenden Folgen von Unter- und Obersummen
aber beide gegen das Riemann-Integral von f konvergieren. Das heifst, dass die Lebesgue-Integrale von
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f1 und f5 gleich sind, oder anders ausgedriickt, dass das Integral von fo — f; verschwindet. Da fo — f1
aber nicht negativ ist, folgt fao(x) — fi(z) = 0 M. ii. Da aber f zwischen f; und fo liegt, gilt auch
f(z) = fa(z) — fi(x) = 0 M. 1., woraus die Lebesgue-Integrierbarkeit von f und die Gleichheit von
Riemann- und Lebesgue-Integral folgt. |

Aufgabe 2.6.2 Zeige dass die Dirichletsche Sprungfunktion
i) 0 (z¢Q)
x =
I @eQ)
auf jedem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] Lebesgue- aber nicht Riemann-integrierbar ist.
Bemerkung 2.6.3 Wenn ein uneigentliches Riemannintegral absolut konvergiert, kann man leicht zei-
gen, dass das entsprechende Lebesgueintegral mit dem Riemannintegral ibereinstimmt. Allerdings muss

das Lebesgueintegral nicht existieren, falls das uneigentliche Riemannintegral zwar konvergiert aber nicht
absolut konvergiert. Dies soll hier nicht genauer untersucht werden.
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Kapitel 3

Erzeugung von Mafien

In diesem Kapitel wollen wir die Existenz des Borelmafes auf R? zeigen. Dabei miissen wir sicherstellen,
dass wir aus den vorausgegangenen Kapiteln (oder den Ubungen) keinerlei Resultate benutzen, deren
Beweis die Existenz des Borel- bzw. Lebesquemajes A vorausgesetzt haben. Allerdings werden wir weiterhin
fiir d-dimensionale Intervalle I die auf Seite |7 eingefiihrte Definition von A(I) benutzen.

3.1 Algebren und Pramafie

Definition 3.1.1 Fine Familie F von Teilmengen von §) heifst eine Algebra, falls gilt:

(F1) 0 e F,
(F2) Ae F = A¢ e F,

(F3) Aj € F Yj=1,...,n, neN — U 4 ¢ 7.
j=1

Ein anderer Begriff, den wir hier nicht verwenden wollen, ist der eines Ringes |3l S. 5], wobei dies aber
nicht mit dem gleichnamigen Begriff aus der Vorlesung Algebra verwechselt werden darf. Ist F eine solche
Algebra, dann heifit eine Abbildung 1o : F — R ein Pramak auf F, wenn sie die folgenden Figenschaften
hat:

(P2) VA e F: wuAd > 0.

(P3) Fiir paarweise disjunkte Mengen A,, € F, n € N, deren Vereinigung ebenfalls zu F gehort (was in
einer Algebra nicht allgemein zu gelten braucht!), ist

u(GAn) = i H(An) .

n=1 n=1

Die letzte dieser drei Eigenschaften wollen wir im Folgenden wieder als die Sigma-Additivitdt von p
bezeichnen. Wenn statt des Azioms (P3) nur verlangt ist, dass fir endlich viele paarweise disjunkte
Mengen A,, € F,1<n <m, deren Vereinigung dann immer zu F gehort, gilt

" (@An) = i i(An),

n=1
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dann nennt man i einen Inhalt und bezeichnet diese Figenschaft auch als Additivitét. Fir Inhalte bzw.
Pramafle kann man, genauso wie im Fall eines Mafles, den Begriff der Sigma-FEndlichkeit definieren.

Aufgabe 3.1.2 Zeige dass eine Algebra F abgeschlossen gegeniiber der Durchschnittsbildung von endlich
vielen Mengen aus F ist.

Aufgabe 3.1.3 Zeige dass jedes Pramafl auch ein Inhalt auf der Algebra F ist.

Aufgabe 3.1.4 Zeige dass Lemma auch fir einen Inhalt, und damit natirlich auch fir ein Pramafl
gilt.

Aufgabe 3.1.5 Zeige dass auch ein Pramaf subadditiv ist im Sinne von Aufgabe[1.6.7] falls man Mengen
A, € F,n €N betrachtet, deren Vereinigung ebenfalls zu F gehort.

Fiir eine spatere Anwendung zeigen wir jetzt folgendes Resultat:

Lemma 3.1.6 Sei F eine Algebra, und sei A die von F erzeugte Sigma-Algebra. Sei weiter M O F so,
dass gilt

o0
E,eM, E, D E,4y1 VneN — ﬂEneM

und

E,€M, E, C Enyy YneN = [JE, € M.

n=1
Dann folgt M D A, und falls M die kleinste Familie mit den verlangten Figenschaften ist, folgt sogar
M=A.

Beweis: Fiir den Beweis kénnen wir o. B. d. A. annehmen, dass M kleinstmoglich ist. Dann zeigen wir:

(a) Beh: M ist eine Algebra. Bew: Sei E € M, und sei
M(E) = {FeM: E\FENF,F\EeM}.

Dann folgt (), E € M(FE). Fiir E,, € M(FE) mit E,, C E, 41 und F = UE,, gilt dann

E\F = ﬁ(E\En) e M, ENF = D(EmEn) e M, F\E = G(En\E) e M,

und somit folgt F' € M(E). Analog zeigt man, dass auch der Durchschnitt von Mengen E,, € M(E)
mit £, D E,y1 wieder zu M(FE) gehort. Fiir ein F € F folgt aber immer F C M(FE), und daher
gilt wegen der Minimalitatseigenschaft von M, dass M = M(FE) ist fiir alle E € F. Aufierdem ist
klar dass F' € M(FE) mit E € M(F) dquivalent ist. Daraus folgt insbesondere

(EeF, FeM) = Fe M(E) E e M(F),

und demzufolge ist F C M(F) fiir alle F € M erfiillt, woraus wiederum wegen der Minimalitéts-
eigenschaft von M folgt M = M(F) fir alle F € M. Das bedeutet aber, dass fir alle E, F € M
immer E\ F,ENF,F\ E € M folgt, und daraus folgt die Algebraeigenschaft von M.

(b) Beh: M ist eine Sigma-Algebra. Bew: Wenn F,, € M sind, dann gilt fiir £, = U'F} dass alle
E, € M sind, und dass E,, C E,4 ist, woraus folgt dass die Vereinigung der F, zu Mgehort;
diese ist aber gleich der Vereinigung der F,.
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Also ist M eine Sigma-Algebra, welche F umfasst, und daher folgt A C M, weil A per Definition die
kleinste derartige Sigma-Algebra ist. Wegen der Minimalitit von M folgt aber dann die Gleichheit. O

Beispiel 3.1.7 (Halboffene Intervalle in R) Als das wichtigste Beispiel einer Algebra bzw. eines Pra-
mafes betrachten wir die Menge Fy aller Vereinigungen von endlich vielen halboffenen Intervalle [a,b),
mit a < b, wobei a = —oo und/oder b = 0o zugelassen sind. Dabei ist allerdings zu beachten, dass die
Intervalle Teilmengen von R sein sollen, sodass [—c0,b) gleich der Menge {x € R : —oo < & < b} ist. Ist
A = Utaj,b;) # 0, so konnen wir o. B. d. A. voraussetzen dass aj < b;, j =1,...,n und b; < a;1,
j=1,...,n—1ist. Dann sind die Zahlen a;,b; durch A eindeutig bestimmt, und wir kénnen definieren

A0) =0,  MA) =D (bj—ay).

Jj=1

Dass Fi eine Algebra und A ein Pramaf$ ist, wird im ndchsten Lemma gezeigt. Es ist anschaulich klar, dass
wir in R? mit Hilfe von kartesischen Produkten halboffener Intervalle eine analoge Algebra F; und ein
entsprechendes Primaf einfiihren kénnen, was wir aber jetzt nicht tun wollen, da wir spdter im Rahmen
der Theorie der Produktmafe hierauf zurickkommen werden.

Aufgabe 3.1.8 Seien Iy, ..., I, beliebige Intervalle in R. Zeige: Wenn Iy, ..., I, paarweise disjunkt und
alle in Iy enthalten sind, dann folgt N(Ip) > > p_, M(Ix). Wenn dagegen Iy C UMIy ist, folgt N(Ip) <

22:1 )‘(Ik)-

Lemma 3.1.9 Die oben definierte Menge F ist eine Algebra, und X ist ein Pramafl auf F.

Beweis: Klar ist, dass ,R € F; sind, und dass F; abgeschlossen gegeniiber der Vereinigung von
endlich vielen A € F; ist. Aullerdem ist der Durchschnitt zweier halboffener Intervalle leer oder selbst
ein solches Intervall, und mit Induktion folgt dann dass F; auch gegeniiber Durchschnittsbildung von
endlich vielen A € F; abgeschlossen ist. Mit den de Morganschen Regeln folgt schlieflich auch die
Abgeschlossenheit gegeniiber Komplementbildung, da das Komplement eines halboffenen Intervalls die
Vereinigung héchstens zweier solcher Intervalle ist und deshalb in F; liegt. Da die ersten beiden Axiome
fiir ein Prdmafl von A offenbar erfiillt werden, ist nur noch das dritte zu zeigen. Dazu seien abz#dhlbar
viele paarweise disjunkte A € F; gegeben. Wenn wir jedes A als disjunkte Vereinigung von endlich vielen
halboffenen Intervallen darstellen, erhalten wir insgesamt eine abzidhlbare Menge solcher Intervalle, und
die Summe der (nicht-negativen) Zahlen A(A) ist, wegen der absoluten Konvergenz bzw. bestimmten
Divergenz dieser Reihe, gleich der Summe der Langen aller dieser Intervalle. Deshalb reicht es, Axiom
(P3) fiir den Fall zu beweisen, dass jedes A,, ein nichtleeres halboffenes Intervall [a,,,b,) ist. Wenn dann
A deren Vereinigung ist, so kénnen wir A = U7"[c;j,d;) schreiben, wobei ¢; < d;, j = 1,...,m und
dj < ¢jy1,j =1,...,m — 1 ist. Jedes Intervall A, liegt dann in einem der Intervalle [¢;,d;), und mit
Hilfe des grofien Umordnungssatzes aus Analysis I sieht man, dass es ausreicht, wenn wir (P3) fiir den
Fall beweisen, dass A selber ein einziges Intervall [c, d) ist. In diesem Fall sei jetzt E,,, = UM, A,, gesetzt.
Dann ist E,, C A, woraus mit Aufgabe folgt S A(AR) < A(A) folgt. Da dies fiir alle m gilt, folgt
sogar

Sei jetzt € > 0, und seien B,, = (a, — 2~ ™,b,). Die B, sind eine offene Uberdeckung fiir ein beliebiges
abgeschlossenes Teilintervall I C A, und nach dem Satz von Heine-Borel folgt deshalb, dass fiir hinreichend
grofes m € N gilt I C U B,,. Daher folgt mit derselben Aufgabe

A(I) < i)\(Bn) = i(bn—an+52_") < e+ i)\(An).

n=1 n=1 n=1
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Da € > 0 beliebig klein sein kann, folgt dieselbe Ungleichung auch fiir ¢ = 0, und da I ein beliebiges
abgeschlossenes Teilintervall von A war, folgt sogar

AMA) < f: AAy) .

Das war noch zu zeigen. a

Bemerkung 3.1.10 Sei g : R — R monoton wachsend, und sei g(+00) = lim, 4+ g(x). Dann wird
durch die Festsetzung

Ag([a, b)) = g(b) — g(a) Va<b, abeR

ein Pramaf auf F definiert, und fir den Fall g(x) = x ist dies gleich dem oben eingefiihrten Lebesqueschen
Pramafs; der Beweis hierfiir geht ganz analog wie der von dem obigem Lemma.

3.2 Das aullere Mal}

Im Rest dieses Kapitels sei immer eine Algebra F sowie ein Pramaft p auf F gegeben.
Definition 3.2.1 (Auferes MaR) Fiir beliebige Teilmengen B C Q) definieren wir

W (B) = inf{ i WAy : Ay eF, B C G A, } (3.2.1)

n=1 n=1

Wir nennen u* : P(2) — R das durch u erzeugte dufere Mag.

Lemma 3.2.2 (Eigenschaften des dufieren Mafies) Das oben definierte duflere Maf$ p* hat folgende
FEigenschaften:

(a) p*(0) = 0.

(b vVBCQ : w*(B) > 0.

d VAEF : u*A) =

)
(c) ACBcCQ = w(4) < p*(B).
) p(A).

(e) VA, CQ, neN: ( U An> < Z 1 (A,) (Subadditivitdt des duferen Mafes).

n=1 n=1

Beweis: Die ersten drei Eigenschaften folgen direkt aus der Definition von p*. Um (d) zu beweisen,
wenden wir die Sigma-Additivitdt von p an auf A; = B und A,, =0, n > 1, um zu sehen dass p*(B) <
w(B) ist. Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung seien A,, € F mit B C U°A,, gegeben. Mit B,, =
A, N B folgt wegen der Subadditivitit des Pramafses u, dass

p(B) < Y u(Bn) < > p(An),
n=1 n=1

und hieraus folgt u(B) < p*(B). Zum Beweis der Subadditivitdt von p* wihlen wir zu ¢ > 0 und jedem
n € N eine Folge (A,x) von Mengen aus F so, dass

oo

Av o Jdm, 30 plAw) <pt(An) +e27,
k=1 k=1
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was nach Definition des Infimums bzw. des dufieren Mafies moglich ist, auch falls p*(A4,,) = co ist. Dann
folgt aber mit der Subadditivitét von p und der Tatsache dass die Vereinigung der A,, in der Vereinigung
aller A, enthalten ist

n=1 n,k=1 n=1
Da ¢ beliebig war, folgt hieraus (e). ad

3.3 Der Fortsetzungssatz von Carathéodory

Das Erstaunliche am Hauptresultat dieses Abschnittes ist, dass eine einfache Bedingung existiert, die
eine Sigma-Algebra von Mengen A C (2 festlegt, auf der das oben definierte Pramaf zu einem Mafs wird.
Da dieses Mafk eine Fortsetzung des anfangs gegebenen Inhaltes ist, heifst dieser wichtige Satz auch der
Fortsetzungssatz.

Definition 3.3.1 Fine Menge A C Q) heifst p*-messbar, falls gilt:
VB C Q: u(B) = u(ANnDB) + u*(B\A4). (3.3.1)

Die Menge aller dieser Mengen wird mit A* bezeichnet.

Satz 3.3.2 (Fortsetzungssatz von Carathéodory) Die oben definierte Menge A* ist eine Sigma-
Algebra, welche die Algebra F enthdlt, und die Restriktion von u* ist ein Maf auf A*, welches auf F mit
dem Primaf p tbereinstimmdt.

Beweis: Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten:

(a) Beh: ) € A*, und A € A* = A° € A*. Bew: Fiir A =0 ist (3.3.1) offenbar erfiillt. Wenn (3.3.1)
fiir A gilt, und wenn C = A€ ist, dann ist CN B =B\ Aund B\ C = AN B fiir alle B C Q, und
daher ist C € A*.

(b) Beh: A;, Ay € A* = A1N Ay € A*. Bew: Ersetzt man in (3.3.1)) A durch A; und B durch BN A,
so folgt
p (BNAg) = p*(AeNBNA;) + p*(BNA)\ Ar)).

Fiir C = B\ (A1 N Ay)ist CN Ay = (BN Ay)\ Aj, und daher folgt aus (3.3.1), mit C' anstatt B
und A, an Stelle von A:

B\ (A1NAg)) = p*((BNAg)\ A1) + p*(B\ Ag).
Wenn man nun auf As anwendet und die vorherigen Identitéten einsetzt, erh&lt man
w(B) = w*(B\(AiN4s)) + w' (AN BN AY).
Dies war zu zeigen.
(c) Beh: A1, Ay € A* = A1 U A5 € A*. Bew: Folgt aus (a) und (b) mit den de Morganschen Regeln.

(d) Beh: A1, Ay € A*, Ay N Ay =0 = p*(A1 U Ag) = p* (A1) + p*(Az). Bew: Ersetzt man in (3.3.1)
A durch Ay und B durch BN (A; U As), so folgt

p (BN(A1UAy)) = p"(BNA) + p"(BNA,).

Fir B = Q) folgt dann die Beh.
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(e) Beh: A, € A*, paarweise disjunkt V k € N = A := Uy A, € A*. Bew: Wegen (c) ist C,, =
UT Ay € A*fiir alle n € N. Unter Benutzung von (d) und (3.3.1) folgt daraus fiir alle B C

W(B) = p*(BNCy) + w' (B\Cy) = w'(B\Cy) + S i (BRAy) > p(B\A) + 3 " (BAy).
k=1 k=1

Fiir n — oo folgt also
pi(B) > p(B\A) + > p'(BNA).
k=1
Mit der Subadditivitét von p* folgt schlieflich

W(B) < p(BNA) + p*(B\A) < w*(B\A) + 3 1" (BN A).
k=1

Also muss in den letzten beiden Abschitzungen iiberall das Gleichheitszeichen gelten, woraus die
Beh. folgt.

(f) Beh: p* ist auf A* sigma-additiv. Bew: Folgt aus dem Beweis von (e), wenn man B = A einsetzt.

(g) Beh: F C A*. Bew: Fiir A € F und B C Q gilt immer p*(B) < p*(BNA)+ p*(B\ A). Fire >0
seien A, € F so gewihlt, dass B C U®A,, und Y [° u(4,) < p*(B) + €, was nach Definition von
©* immer moglich ist. Aus der Subadditivitat von p* folgt dann

“(BNA) < ) p'(AnnA) = > u(A.nA),  p*(B\A) Z (An\A) = > u(An\A),
n=1 n=1 n=1 n=1
also mit Hilfe der Additivitit von p:
p*(BNA) + p*(B\A) Z A, NA) + p(Ay \ A)) Z w(B) +¢,

und da € > 0 beliebig war, folgt zusammen mit der ersten Ungleichung dass A € A* ist.

Aus dem Vorangegangenen folgt offenbar die Behauptung des Satzes. a

Aufgabe 3.3.3 Zeige dass die Sigma-Algebra A* immer vollstindig ist.

Bemerkung 3.3.4 Man kann zeigen, dass im Falle des Lebesguemajles \ und F = F; die Sigma-Algebra
A* gleich der kleinsten vollstindigen Sigma-Algebra ist, welche F enthdlt, und dies ist gerade die Lebesgue-
Sigma-Algebra. Wenn dagegen = A, ein Lebesgue-Stieltjesmaf$ ist, kann A* grofier und im Extremfall
sogar gleich der Potenzmenge von 2 sein. Im Allgemeinen ist nicht klar, ob es nur eine Fortsetzung
eines Pramafes auf die Sigma-Algebra A gibt, aber wir zeigen dies im ndchsten Satz fiir sigma-endliche
Pramafe.

Satz 3.3.5 (Eindeutigkeitssatz von Hahn) Wenn das Pramaf p sigma-endlich ist, gibt es genau eine
Fortsetzung von pu zu einem Maf auf der Sigma-Algebra A*.

Beweis: Nach Definition existieren F,, € F mit F,, C F, 41 und U, F,, = Q derart, dass u(F;,) < oo ist
fiir alle n € N. Wenn v ein Maf auf A* ist, welches auf F mit p (und daher auch mit p*) {ibereinstimmt,
dann folgt fiir alle £ € A* und By € F mit £ C U, By =: B, dass

v(ENF,) < v(BNE,) < ZuBkﬁF
k=1

™
7;
=
=
D
ﬁj
<
3
m
Z,
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Also gilt ¥(ENF,) < pu*(ENF,) fir alle n. Dieselbe Ungleichung gilt aber auch fiir F,, \ E an Stelle von
B. Weil ji*(E(VFy) + 1 (Fa \ B) = 0 (Fa) = v(Fy) = v(E (O Fy) + v(Fo \ E) < v(E Fa) + i* (Fy \ E)
ist, folgt aber auch v(ENF,) > p*(E N F,), wobei benutzt wird, dass p*(F, \ E) < oo ist. Also ist sogar
v(ENF,) = u*(ENF,) fir alle n, und mit der Stetigkeit des Mafes (Lemma folgt fiir n — oo
dass v(E) = pu*(FE) ist. O

3.4 Produktmalie

In den folgenden Abschnitten betrachten wir immer zwei Mafirdume (25,45, 1;), 1 < j < 2. Wir wollen
zeigen, dass man im kartesischen Produkt € := Q; x ; stets auf natiirliche Weise eine Algebra A und
ein Mafs 7w erhélt, welches man als das Produktmais bezeichnet.

Definition 3.4.1 (Rechtecke) Fir A € Ay und B € Az nennen wir das kartesische Produkt A x B
auch ein (messbares) Rechteck in ). Die Menge aller Vereinigungen endlich vieler solcher Rechtecke sei
mit F bezeichnet — unten zeigen wir gleich, dass diese Menge eine Algebra ist.

Lemma 3.4.2 Die oben definierte Menge F ist eine Algebra.

Beweis: Das einzige Axiom einer Algebra, was nicht offensichtlich von F erfiillt wird, ist (F2). Da der
Durchschnitt zweier Rechtecke wieder ein Reckteck ist, folgt die Abgeschlossenheit von F gegeniiber der
Bildung von Durchschnitten, und wegen der de Morganschen Regeln geniigt es, wenn wir zeigen dass das
Komplement eines beliebigen Rechteckes immer zu F gehort. Dies gilt aber wegen

(Ax B)® = (A°x B)U (A x B%) U (A® x B).

Also gilt die Behauptung! |

Aufgabe 3.4.3 Seien Aq,..., A, € Ay. Zeige mit Induktion iber n, dass es Mengen C1,...,Cp, € Ay
gibt, welche paarweise disjunkt sind und folgende FEigenschaften haben:

OAj = GCk, (AjﬂCk;A@ - CkCAj) Vi=1,...,n, k=1,....m.
j=1 k=1

Benutze dies um zu zeigen, dass jede Menge aus F Vereinigung von endlich vielen disjunkten Rechtecken
ist. Gib ein Beispiel dafiir, dass eine solche Darstellung aber nicht eindeutig zu sein braucht.

Lemma 3.4.4 Auf der Algebra F gibt es genau ein Pramafl m mit der Eigenschaft
m(Ax B) = p1(A) ua(B) VA€ A, BeAs. (3.4.1)

Beweis: Wir fiihren den Beweis wieder in mehreren Schritten:

(a) Beh: Falls A, A,, € A; und B, B,, € A5 sind, so dass Ax B = U{°(A,, X B,,) ist, wobei die Recktecke
A, x B, paarweise disjunkt sind, dann gilt 7(A x B) = > .{°m(4, x B,). Bew: Es gilt fiir die
charakteristischen Funktionen von Intervallen

XaxB(wi,w2) = xa(wi)xp(w2) = ZXAn(wl)XBn(WQ) Vw €01, wo €8s

n=1
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Bei festem w; gilt fiir alle n € N

/ xa(@n) s dz = xa(wr) pa(B). / xan (@1) X, dita = Xa(wr) pa(Ba)

Mit dem Satz von Beppo-Levi folgt daraus

xalwn) io(B) = 3 [, @) xm, due = Y xa, () nalBa).
n=1 n=1

Durch erneute Anwendung desselben Satzes zeigt man dann

p1(A) p2(B) = /XAMQ(B)dMI = Z/XA" p2(By) dpy = Zul B,).
n=1

Beh: Falls C' € F ist, gibt es nach Aufgabe Ay € Ay und By, € Ay, mit C = U} (Ag X By),
wobei die Recktecke Ay x By paarweise disjunkt sind, und wir kénnen definieren

= ZT{'(Ak X Bk),
k=1

weil 7(C) nicht von der Wahl der Aj, By abhingt. Bew: Sei C' = U7*(A; x B;) mit paarweise
disjunkten Rechtecken A; x B;, dann folgt

O( 50 (A x By)) = O(A NAy) x BN By))

k=1

und mit Hilfe von (a) folgt

m( Zn:w(A N Ayg) ><B ﬂBk)>

k=1

Dies bedeutet aber, wenn man bei der zweiten Umformung erneut (a) einsetzt, dass

iw(ijB ZZ ((4; 0 48) x B N B)) = f:w(Akak)
j=1

k=1j=1 k=1
ist, was zu zeigen war.

Beh: Die in (b) eindeutig definierte Abbildung 7 : F — R ist ein PrimaR. Bew: Nur die Sigma-
Additivitat ist zu zeigen. Seien also C; € F, paarweise disjunkt, und sei deren Vereinigung C
ebenfalls in F. Dann gibt es Ay € A; und By € Ag, mit C = U}(Ay x By), wobei die Recktecke

Ayj x By, paarweise disjunkt sind. Genauso gibt es Ay ; € A; und By ; € Az, mit C; = U?(j)(AkJ X
By, ;), wobei auch diese Recktecke paarweise disjunkt sind, und es folgt

oo

Acx B = | (cjm(Ak ka)) - D 6) ((Ag,ijk) x (BMOB;C)).
j=1 ¢=1

Jj=1

Daher folgt durch wiederholte Anwendung von (a) sowie der Definition von 7(C) und 7 (C}), dass

n o n(j) n oo n(j) oo
Zﬂ‘ AkXBk ZZZTF( AgjﬂAk (Bg,jﬂBk) ZZW Ag,jXBe,j) = ZTF(CJ)
k=1 j=1 =1 k=1 J=1 =1 j=1

ist, was zu zeigen war.
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Aus den zuvor gezeigten Punkten folgt, dass wir ein Pramafs auf F definiert haben, und dessen Eindeu-
tigkeit ist klar, da ein solches Priamaf insbesondere sigma-additiv sein muss, und deshalb ist die in (b)
gegebene Definition fiir 7(C) die einzig mogliche. a

Satz 3.4.5 (Existenz bzw. Eindeutigkeit des Produktmafes) Unter den in diesem Abschnitt ge-
machten Voraussetzungen gibt es auf der von allen Rechtecken erzeugten Sigma-Algebra ein Maff 7, wel-
ches (3.4.1)) erfillt. Wenn die beiden Mafe 1 und ps beide sigma-endlich sind, ist m eindeutig bestimmd.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma [3.4.4] sowie den Sitzen von Carathéodory und Hahn. ]

Definition 3.4.6 Jedes der Mafle w, die nach dem letzten Satz existieren, heifst Produktmafs auf Q =
Q1 x Q. Ausgehend von R und dem Lebesqueschen Maf kinnen wir induktiv auf R? ein Maf erhalten,
indem wir R? als kartesisches Produkt von RP und RY mit p+ q = d auffassen; da die auftretenden Mafe
alle sigma-endlich sind, spielt es dabei keine Rolle, wie wir p und q wdhlen, denn das Mafi auf R? ist
dadurch, dass es den d-dimensionalen Intervallen jeweils den Inhalt zuordnet, bereits eindeutig festgelegt.
Das so erhaltene Maf3 auf R? wird ebenfalls als Lebesguemak bezeichnet. Statt des Lebesquemajfles kann
man auf R auch ein Lebesque-Stieltjes-Maf$ betrachten und dazu die entsprechenden Produktmaje bilden.
Allerdings gibt es auf der Lebesque-Sigma-Algebra in R¢ noch allgemeinere Mafle, die mit Hilfe einer
Funktion von d Variablen definiert werden, und die man auf diese Weise nicht erhdlt. Dies soll hier nicht
besprochen werden.

3.5 Die Satze von Tonelli und Fubini

Jetzt betrachten wir zwei sigma-endliche Mafirdume (9, A;, 1t;), 1 < j < 2, und hierzu den Produktraum
(Q, A, ), wobei  :=Q; x 7 und A die von allen Rechtecken erzeugte Sigma-Algebra ist, und 7 ist die
(eindeutig bestimmte) Fortsetzung des im letzten Abschnitt definierten Pramafes.

Definition 3.5.1 Fir E C Q = Qq x Q9 schreiben wir

E, = {w€Q : (w,we) € E}, E¥? = {w € ¢ (w,w2) € E}. (3.5.1)

Wir interpretieren E,,, , bei festem, aber beliebigem wy € 1, als Schnitt in Richtung 1, und entsprechend
fiir E,,,. Analog definieren wir fir F': Q@ — R zwei neue Funktionen

F, (w2) = F%(w1) = F(wy,w2) V (w1,we) € Q. (3.5.2)

Das bedeutet, dass wir in F' z. B. die Variable wy festhalten und dadurch F,,, als eine Funktion der einen
Variablen wo definieren.

Lemma 3.5.2 Fir E € A sind E,, € As bzw. E¥? € Ay, fir alle w1 € 4, bzw. alle wy € Q. Weiter
folgt fir F € M(Q, A), dass F,,, € M(Q2, A2) und F*2 € M(Q4,A;) ist, fir alle wy € Qq, bzw. alle
wag € No.

Beweis: Sei A die Menge aller E € A, fiir die E,,, € Ay ist fiir alle w; € Q. Es ist leicht zu sehen, dass
A eine Sigma-Algebra ist, die alle Rechtecke enthélt, und daher folgt A = A. Genauso folgt die Aussage
E“2 € A;. Weil 7. B. {F,, (w2) > a} = E,, ist fir E = {F(w;,w2) > a} und beliebiges o € R, folgt der
zweite Teil der Behauptung aus dem ersten. |
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Lemma 3.5.3 (Cavalierisches Prinzip) Fir jedes E € A sind die Funktionen f und g mit
flwr) = p2(Ey,), g(w2) = m(Ey,) Vw €, wa€o
beide messbar, und es gilt

fdu = /Q gduz = m(E). (3.5.3)

Q1

Beweis: Aus der Voraussetzung der Sigma-Endlichkeit folgt die Existenz von Folgen (A,,) aus A; und
(Bn) aus Ay mit A, C Apt1, B C Buy1, p1(4y) < 00, pe(By) < 0o, so dass UA,, = Q; und UB,, = Qs
ist. Fiir festes n sei M gleich der Menge aller £ € A, mit £ C A, x B,, fiir die die Aussage des
Lemmas richtig ist. Man sieht sofort, dass alle Rechtecke A x B C A,, X B,, zu M gehoren. Aus dem Satz
iiber die monotone Konvergenz und der Stetigkeit des Mafses (Lemma ergibt sich weiter, dass M
die Voraussetzungen von Lemma [3.1.6] erfiillt, und daher folgt dass M alle messbaren Teilmengen von
A, x B, enthidlt. Wenn jetzt E € A beliebig ist, dann gilt fiir alle £, = EN (A4, X By,), und eine
nochmalige Anwendung des Satzes iiber die monotone Konvergenz und der Stetigkeit des Mafles ergibt
die Behauptung. m]

Satz 3.5.4 (Tonelli) Sei F € M (Q, A) und F,,, F**> wie in Definition |3.5.1} Dann sind die durch

f(wl) = / le du2, g(wg) = / Fv2 dpq v w1 € Ql, Wy € Qg
Qz Ql

definierten Funktionen f und g messbar, und es gilt

/Fdﬂ' = fdur = / gdus . (3.5.4)
Q Qo

Q

Beweis: Die Behauptung des Satzes ist richtig, falls F' die charakteristische Funktion einer Menge F € A
ist, und wegen der Linearitdt der betrachteten Integrale gilt sie dann fiir alle einfachen Funktionen mit
nicht-negativen Werten. Fiir allgemeines F' € M™(£;, A;) gibt es eine Folge einfacher Funktionen ®,,,
welche monoton wachsend gegen F' konvergieren. Die Funktionen ¢,,(w;) = fﬂz (P1)w, dpo und ¥, (we) =

le (®,,)“? dpy sind dann ebenfalls monoton wachsend und konvergieren gegen f bzw. g. Daher folgt die
Behauptung aus dem Satz {iber die monotone Konvergenz. |

Satz 3.5.5 (Fubini) Sei F' iber Q integrierbar. Dann existieren die Integrale

fo) = [ Fodi, gln) = [ P
Qz Ql

fiir p1-fast alle wy bzw. pa-fast alle wo, die so fast iberall definierten Funktionen f und g sind integrierbar,
d.h. genauer, sie lassen sich zu dber Qq bzw. Qg ingrierbaren Funktionen fortsetzen, und es gilt (3.5.4).

Beweis: Aus dem Satz von Tonelli, angewandt auf '™ und F~, folgt dass die Funktionen
P = [ Fidus, ) = [ Fde
QQ QZ
beide iiber 2 integrierbar sind, und dass ihre Integrale gleich fQ F* dr bzw. fQ F~ dm, also insbesondere

endlich sind. Also folgt, dass f*(w;) < oo py—f. . gilt. Daher ist f(w) = fT(w1) — f~(w1) p-f. i
definiert, und wenn man f(w;) = 0 setzt falls fT(w;) oder f~(w;) gleich oo ist, dann ist f integrierbar

und
fdpy = / fHdm —/ fdu = /F+d7r — /F‘dw,
Q1 |95 Q4 Q Q

woraus (3.5.4]) folgt. a
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Kapitel 4

Weitere Resultate

In diesem Kapitel sei wieder ein fester, aber beliebiger Mafraum (2, .4, 1) gegeben, und wir betrachten
Funktionen, die auf 2 (oder evtl. auf einer Teilmenge) definiert sind und Werte in K haben, wobei K = R
oder = C sein kann. Dabei soll fiir K = C eine solche Funktion messbar bzw. integrierbar genannt werden,
wenn sowohl ihr Real- als auch ihr Imaginérteil messbar bzw. integrierbar sind. Um die Bezeichungen
einfach zu halten, werden wir z. B. weiterhin £(Q, 4, ) fiir die Menge aller integrierbaren Funktionen
schreiben, wobei sich aus dem Zusammenhang ergeben muss, ob die Funktionswerte reelle oder komplexe
Zahlen sein sollen.

4.1 Funktionenraume

Definition 4.1.1 Wenn f: Q — C eine auf Q definierte Funktion mit moglicherweise komplezen Werten
ist, dann sei u(w) := Re f(w) und v(w) :=Im f(w) fir alle w € Q. Es gilt dann also f = u+iv, und wir
nennen f messbar bzw. integrierbar, falls v und v beide messbar bzw. integrierbar sind. Offenbar ist die
Integrierbarkeit von f, wie im Fall reellwertiger Funktionen, dquivalent zur Integrierbarkeit von |f|. Wir
definieren fiir integrierbares f dann auch

/fdu:/udu—i—i/vd,u.
Q Q Q

Dies bedeutet also, dass man bei komplezwertigen Funktionen die Integrale von Real- und Imagindrteil
getrennt ausrechnen soll. Fir 1 < p < oo und K = R oder K = C sei £,(Q, A, u) die Menge aller
messbaren Funktionen f mit Werten in K und der Eigenschaft

£l = ([ 1ran )™ < .

Dabei nennen wir ||f|l, auch die p-Norm von f, obwohl die Abbildung f —— | f|l, im Allgemeinen
nicht alle Eigenschaften einer Norm besitzt. Anstatt L1(S2, A, i) schreiben wir gelegentlich auch einfach
L(Q, A, p1). Wenn (Q, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, nennt man | f||) auch p-tes Moment von f.
Wir nennen eine Folge von Funktionen f, € L,(Q, A, u) auch Cauchyfolge im Sinne der p-Norm, wenn

Ve>0 3IN Vnm>N : [ frn = fmllp < €.

Weiter sagen wir, dass (f,) in der p-Norm gegen ein f € £,(f, A, u) konvergiert, wenn || f, — fl, eine
Nullfolge ist.

Aufgabe 4.1.2 Seip > 1, und sei g € L,(Q, A, ). Zeige: Wenn f messbar ist, und wenn gilt | f(w)| <
lg(w)| pf. U., dann ist auch f € L,(Q, A, ). Schliefle hieraus, dass genau dann alle beschrinkten Funk-
tionen zu L,(Q2, A, 1) gehéren, wenn pu(§) < oo ist.

40



Aufgabe 4.1.3 Sei p > 1. Zeige: Genau dann ist f in L£,(Q, A, p), wenn Re f und Im f beide in
L,(Q, A, 1) sind.

Satz 4.1.4 (Holdersche Ungleichung) Firallep > 1 und ¢ := (1—1/p)~! gilt: Wenn f € L,(Q, A, )
und g € Lq(Q, A, ) sind, dann ist fg € L1(Q, A, ), und

gl < 1fllpllgllq -

Beweis: Wir konnen annehmen, dass die rechte Seite der Ungleichung positiv ist, denn im anderen Fall
ist f(w) = 0 oder g(w) = 0 pf. ii., und dann verschwindet auch die linke Seite. Fiir h(z) = 2/ — z/p,
x > 1, folgt h'(z) <0, also h(z) < h(1) = 1/q, fir alle x > 0. Fiir « > § > 0 kann man z durch a/f
ersetzen und erhélt nach Multiplikation mit $ die Ungleichung

al/? g < (afp) + (B/a).

Diese Ungleichung gilt auch, wenn man p und ¢ vertauscht, und daher muss sie auch bei Vertauschung
von « und f richtig bleiben. Daher gilt sie sogar fiir alle nicht-negativen « und [, und wenn man jetzt
a = (|fI/IIfll,)P und 8 = (Jg(w)|/llgllq)? einsetzt und die Ungleichung iiber 2 integriert, folgt die
Behauptung. |

Satz 4.1.5 (Minkowskische Ungleichung) Fir jedes 1 < p < oo ist L,(Q2, A, 1) ein Vektorraum diber
K, und fir f,g € L,(, A, p) gilt immer die Dreiecksungleichung

If+ale < [Ifllp + lgllp-

Beweis: Aus der Definition der p-Norm folgt sofort dass ||« f||, = |af| f]|, ist, fiir alle & € K und
f e Ly(Q,A ). Fiir die Vektorraumeigenschaft von £,(€2, A, 1) reicht es deshalb aus, wenn wir die
Dreiecksungleichung zeigen. Fiir p = 1 ist diese klar, und daher sei jetzt p > 1 und ¢ = (1 —1/p)~!. Dann
folgt fiir alle w € Q

[f(w) +g(w)P < 27 max{[f(w)[”,[g(w)[P} < 2% ([f ()" +|g(w)[?),
und daher ist f 4+ g € £,(€, A, ). Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich dann

[issaran < [asi+ighrde = (1010515 lob e + [ lol(51+ oD a.
Durch Anwendung der Holderschen Ungleichung auf die Terme der rechten Seite folgt wegen ¢ (p—1) =p

Jasi+tgrau < s+l +lsb = b+ lgll) [0+ Ighan) ™

woraus die Behauptung folgt. ]
Bemerkung 4.1.6 Beachte, dass fir f € L,(Q, A, 1) aus || f||, = 0 lediglich folgt f(w) =0 p1. i. Also
ist || - ||, eigentlich nur eine Halbnorm auf £,(, A, ). In der Funktionalanalysis nennt man daher zwei

Funktionen dquivalent bzgl. pu, wenn sie p—. . gleich sind, und definiert L,(Q, A, 1) als die Menge der
entsprechenden Aquivalenzklassen. Dies spielt hier aber keine Rolle.
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Aufgabe 4.1.7 Sei p > 1, und sei (f,) eine Cauchyfolge im Sinne der p-Norm. Zeige: Wenn eine
Teilfolge von (fn) in der p- Norm gegen ein f € L,(Q, A, 1) konvergiert, dann gilt dasselbe bereits fir die
gesamte Folge. Uberlege, ob diese Tatsache Gberhaupt von der konkreten Norm abhéingt!

Satz 4.1.8 (Vollsténdigkeit von £,(2, A, 1)) Seip > 1, und sei (f,) eine Cauchyfolge im Sinne der
p-Norm. Dann gibt es ein f € L,(Q, A, ), so dass eine Teilfolge von (f,) p-f. i. gegen f konvergiert,
und die Folge (f,) selber konvergiert in der p-Norm gegen f.

Beweis: Aus der Definition von Cauchyfolge ergibt sich die Existenz einer Teilfolge (gi), fiir welche
lgr — grt1ll, < 27F fiir alle k € N gilt. Wir definieren g(w) = >, |gk(w) — gr+1(w)|, dann ist g €
MF(Q, A, p). Mit dem Satz von Beppo-Levi folgt

(form)” =t | i) sl ], £ Sl -grntolly < X2
k=1

Also ist, g(w) fiir fast alle w endlich. Darum konvergiert die Folge (g, (w) := g1(w)+>7—1 (gr11(w)—gr(w)))
auferhalb einer Nullmenge N gegen eine Funktion f(w), und wenn wir diese Funktion auf N z. B =0
setzen, dann ist f messbar. Es folgt dann mit dem Satz von Lebesgue

/Qlf—gnlpdu= lim / ‘ng_gk—&-l

und mit der Dreiecksungleichung und der Wahl der g, folgt daher f € £,(Q, A, u) und ||f — gnll, <
Sae gk — grlly < Yope,, 27%. Daher konvergiert die Teilfolge (gx) in der p-Norm gegen f, und mit
Aufgabe [£.1.7] folgt dann die Behauptung. O

Aufgabe 4.1.9 Sei p > 1. Zeige, z. B. mit Hilfe der Dreiecksungleichung der p-Norm: Wenn f,g €
L,(Q, A, 1) sind, dann ist auch h mit h(w) := max{|f(w)|, |g(w)|} in L£,(Q, A, p).

Aufgabe 4.1.10 Seien p > p > 1 und p(Q) < co. Zeige L,(Q2, A, 1) D L5(, A, ).

4.2 Verschiedene Konvergenzbegriffe in der Mafitheorie

Wenn nichts anderes gesagt wird, seien f, f,, immer messbare Funktionen auf €2, fiir alle n € N mit Werten
in K. Insbesondere sind die Werte der Funktionen alle endlich! Aufser der schon definierten Konvergenz
im Sinne einer der p-Normen gibt es einige weitere wichtige Konvergenzbegriffe in der Mafstheorie, die
wir jetzt definieren und vergleichen wollen. Dabei wiederholen wir auch noch die Begriffe der punktweisen
und gleichméfigen Konvergenz:

Definition 4.2.1 Die Folge (f,) heifit auf Q2 gegen die Grenzfunktion f

(a) punktweise konvergent, falls

YVwed Ve>0 IN Vn>N: |folw)-fw)] < e,

(b) gleichméRig konvergent, falls
Ve>0 IN Vwed Vn>N: |folw)—flw)] < e,

(c) fast iiberall konvergent, falls es eine Nullmenge N C Q gibt, so dass (f,) auf N¢ punktweise gegen
f konvergiert,
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(d) mafkkonvergent oder stochastisch konvergent, falls alle f,, sowie auch f messbar sind, und falls

Ve>0:  lim p({|fa(w) - fw)=e}) = 0,

(e) fast gleichméRig konvergent, falls fiir jedes ¢ > 0 ein E € A mit u(E) < e existiert, so dass die
Folge auf E€ gleichmdfig gegen f konvergiert.

Satz 4.2.2 Sei p(Q) < o0, seip > 1, und seien f, € L,(Q, A, ). Wenn die Folge (f,,) gleichmdfig gegen
f konvergiert, dann folgt f € L,(Q, A, 1), und (f,) ist auch L,-konvergent gegen f.

Beweis: Aus der gleichmifigen Konvergenz folgt |f,(w) — f(w)| < 1 fiir alle geniigend grofsen n, und
die Funktion g(w) = 1 ist in £,(Q, A, 1), da () endlich ist. Also folgt f,, — f € L£,(9, A, p) fur (ein)
grofes n, und daraus wiederum folgt f € £,(Q, A, p). Wegen ||, — fll, < (1(2)Y/P sup | fn(w) — f(w)]
folgt die £,-Konvergenz. ad

Aufgabe 4.2.3 Zeige, dass im letzten Satz die Voraussetzung p(Q2) < oo nicht weggelassen werden kann.
Der néchste Satz ist eine einfache Verallgemeinerung des Satzes von Lebesgue:

Satz 4.2.4 Seip > 1, und seien f, € L,(Q, A, u). Wenn die Folge (f,) fast dberall gegen f konvergiert,
und wenn es ein g € L,(Q, A, ) gibt mit |fr,(w)] < g(w) fir alle n € N und alle w € Q, dann folgt
feL,(Q,A un), und (f,) ist auch L,-konvergent gegen f.

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt|f(w)| < g(w) pf. i., und daher ist f € £,(Q,A, ). Wegen
|[fr(w) — f(w)|P < (2g(w))? pf. 4. folgt mit dem Satz von Lebesgue die £,-Konvergenz. a

Korollar zu Satz (Satz von der beschrinkten Konvergenz) Seip > 1, sei () < oo, und
seien fn, € Ly(Q, A, ). Wenn die Folge (f,) fast iberall gegen f konvergiert, und wenn es ein K > 0
gibt mit |f,(w)| < K fir alle n € N und alle w € Q, dann folgt f € L£,(Q, A, ), und (fy,) ist auch
Ly-konvergent gegen f.

Beweis: Setze g(w) = K. a

Aufgabe 4.2.5 Zeige: Wenn die Folge (f,) gleichmaflig gegen [ konvergiert, dann ist sie auch mafkon-
vergent gegen f.

Lemma 4.2.6 Sei p > 1, und seien f, € L,(Q, A, ). Wenn die Folge (f,) L,-konvergent gegen f ist,
dann ist sie auch mafkonvergent gegen f.

Beweis: Fiir F,, ;= {|fn(w) — f(w)| > e} folgt
[it=svan = [ 1= gPdn = e uen),
Q n

und daher gilt die Behauptung. |
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Definition 4.2.7 Die Folge (f,) heifst Cauchyfolge im Sinne der Mafkonvergenz, falls
Ve>0 Vé>0 IN Vnm>N : p({|fn(w) = fm)]>6}) < e.

Aufgabe 4.2.8 Zeige dass jede mafkonvergente Folge auch Cauchyfolge im Sinne der Maflkonvergenz
15t.

Satz 4.2.9 (Vollstindigkeit im Sinne der MaRkonvergenz) Sei (f,) eine Cauchyfolge im Sinne
der Mafkonvergenz. Dann existiert eine Teilfolge, welche fast iiberall gegen eine messbare Funktion f
konvergiert, und die Gesamifolge (f,) ist mafflkonvergent gegen f.

Beweis: Wendet man die Definition von Cauchyfolge auf e = § = 27" an, so findet man dass die Folge
(fn) eine Teilfolge (gi) enthélt, fiir welche gilt

n({lge(w) = grsr(w)| > 27%}) < 27F  VEk>1.

Definiert man Ey = {[gx(w) — grt1(w)| = 277} und Fj = US°Ey, so folgt mit der Subadditivitit des
Mafes dass p(Fj) < 279+ ist. Fiir F := NF; folgt daher u(F) = lim u(F;) = 0, und fiir jedes w € F°
folgt w € FY fiir geniigend grofes j, und somit gilt

d ko Vk>ky: |gk(w)—gk+1(w)| <2_k.

Daher folgt die Konvergenz von (g;) auf F'© gegen eine messbare Funktion f. Wenn wir ny so definieren
dass gi = fn, ist, folgt

[f(w) = fu(@)] < [f(w) = fa @) + [fon (@) = fe(@)],

und fiir § > 0 gilt daher {[f(w) — fa(w)| = 0} C {[f(w) = fn. (W) = 6/2} U{[fn.(w) — fu(w)] = 6/2}.
Daraus folgt aber

p({1f@) = fa@]20}) < u({1fw) —ge@)]=0/2}) + n({|fn. (W) = falw)] 2 0/2}),

und fiir beliebiges € > 0 ist der zweite Summand rechts kleiner als £/2, falls £ und n hinreichend groft
sind. Es ist nach Definition der gy klar dass |f(w) — gr(w)| < 377 [gj+1(w) — g;(w)] < S5 277 falls
w € F¢ ist, und daher folgt fiir grofte k& dass pu({|f(w)—gr(w)| >6/2}) < pu(Fi) < /2 ist. Das war noch
zu zeigen. O

Satz 4.2.10 Sei p > 1, und seien f, € L,(Q, A, u). Wenn ein g € L,(Q, A, ) existiert mit | fp(w)| <
g(w) pt. G. fir alle n, und wenn die Folge (f,) mafkonvergent gegen f ist, dann ist sie auch L,-
konvergent gegen f.

Beweis: Falls (f,,) nicht £,-konvergent gegen f ist, gibt es ein ¢ > 0 und eine Teilfolge (gi) so, dass
lf — gkll, > ¢ fiir alle £ € N. Da (gi) mafkonvergent gegen f ist, gibt es nach dem letzten Satz eine
Teilfolge, welche fast iiberall gegen f strebt, und diese ist nach Satz dann L,-konvergent gegen f,
was nicht sein kann. O

Lemma 4.2.11 Wenn die Folge (f,) fast gleichmdfig gegen [ konvergiert, dann konvergiert sie auch
fast tiberall gegen f.

Beweis: Bei fast gleichméifiger Konvergenz existiert zu jedem k € N eine Menge E), € A mit u(Fy) <
2%, so dass die Konvergenz auf E¢ gleichméfig ist. Wie im Beweis von Satz folgt dass F' = N;jUg>; By,
eine Nullmenge ist, und fiir w € F* folgt w € Ej, fiir alle groken k, woraus die Konvergenz von (fi(w))
gegen f(w) folgt. a

44



Satz 4.2.12 Wenn die Folge (f,) fast gleichmdfig gegen f konvergiert, dann ist sie auch mafkonver-
gent gegen f. Umgekehrt folgt aus der Mafkonvergenz die Ezistenz einer fast gleichmdf$ig konvergenten
Teilfolge.

Beweis: Sei (f,) fast gleichméfig gegen f konvergent, und seien €, > 0. Dann gibt es ein E € A mit
u(E) < e so, dass die Konvergenz auf E° gleichmifig ist. Also folgt {|fn(w) — f(w)| > ¢} C F fiir alle
hinreichend grofen n, was die Mafskonvergenz bedeutet. Umgekehrt sieht man bei Mafkonvergenz dass
die im Beweis von Satz gewéhlte Teilfolge (gi) auf jedem der F¢ gleichmifig konvergiert, woraus
ihre fast gleichméfige Konvergenz folgt. O

Korollar 1 zu Satz [4.2.12| Sei p > 1, und seien f, € L,(Q2 A, u). Wenn (f,) Lp-konvergent gegen f
ist, dann ezistiert eine Teilfolge, welche fast gleichmdfig gegen f konvergiert.

Beweis: Folgt wegen Lemma [£.2.6] O

Korollar 2 zu Satz Wenn die Folge (f,) fast gleichmdfig gegen f konvergiert, und wenn es ein
g € L,(Q,A, 1) gibt mit |f,(w)| < g(w) pt. G. fir alle n € N, dann folgt f € L,(Q, A, ), und (fy,) ist
auch L,-konvergent gegen f.

Beweis: Folgt wegen Satz O

Der folgende Satz ist iiberraschend, da man die Fast-Uberall-Konvergenz als eine sehr schwache Voraus-
setzung empfindet! Trotzdem zeigt der Satz, dass bei endlichem Mafraum die Fast-Uberall-Konvergenz
mit der fast gleichméfigen Konvergenz tibereinstimmt!

Satz 4.2.13 (Egoroff) Sei p(Q2) < oco. Wenn die Folge (f,) fast iberall gegen f konvergiert, dann
konvergiert sie sogar fast gleichmdjig.

Beweis: Fiir n,m € N sei B, ., = Ugsn{|fk(w) — f(w)| > 1/m}. Dann gilt fiir jedes m € N: E,, 1., C
Epom,und Ey, =Ny E, ,, ist enthalten in der Menge der w, fiir welche die Folge nicht gegen f konvergiert
und ist deshalb eine Nullmenge. Wegen der Stetigkeit des Mafes sind also fiir festes m die Mafe p(E,, )
Nullfolgen. Fiir § > 0 gibt es demnach n(m) so, dass p1(Ey(m),m) < 6 27™ ist. Sei B := Uy, By (1m),m, dann
folgt yu(E) < 0, und fiir w € B¢, d. h. fir w € £, fiir alle m € N, gilt |fp(w) — f(w)| = 1/m fiir alle
k > n(m). Dies ergibt die fast gleichméifigeKonvergenz. O

4.3 Zusammenstellung der Resultate aus Abschnitt 4.2

In den folgenden Diagrammen stellen wir die Resultate zusammen, die wir fiir die vier zentralen Begrif-
fe der fast-iiberall-, fast gleichméfigen, Maf- und £,-Konvergenz bewiesen haben. Dabei bedeutet ein
durchgezogener Pfeil, dass aus Konvergenz im Sinne A die im Sinne B folgt. Ein unterbrochener Pfeil
dagegen bedeutet, dass sich aus Konvergenz im Sinne A die Existenz einer Teilfolge ergibt, welche im
Sinne B konvergiert. Unter “Dominanzbedingung” verstehen wir hier die Existenz einer Funktion g, z. B.
wie in Satz Beachte, dass sich manche der Pfeile als zutreffend ergeben, wenn man anderen Pfeilen
(an denen die Nummer des Satzes bzw. Lemmas steht, in welchem das entsprechende Resultat zu finden
ist) folgt. Daher haben wir diese Implikationen nicht als Satz oder Lemma formuliert!
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(A) Der allgemeine Fall:

/
I > _ SEZT Ism
— ~—
I - —~ Y I
Ep LA > Mais

(B) Bei endlichem Mafiraum:

Si.2.13l _
f. 1. < — f. glm.
LEZIT
I == =~ SEZT Ism
_—— —
I _— - ! I
L, Lo > Maf
(C) Mit Dominanzbedingung:
f. 1. < f. glm.
LEZIT
| |sEza > N SEZTA| |[SEZIZ
|y = S \ A
- Si4.2.10l
Ly LEZZ26 > Maf

4.4 Zerlegungssatze fiir signierte Mafie

Im Folgenden sei (2, 4) immer ein gegebener messbarer Raum, auf dem aber nicht unbedingt ein Maf
definiert sein muss.

Definition 4.4.1 Fine Abbildung A\ : A — R heiffit eine sigma-additive Mengenfunktion, oder auch
signiertes Maft, oder Ladung, wenn sie das Aziom (M3) — mit A an Stelle von p — der Sigma-Additivitit
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erfillt. Da die Vereinigung von Mengen von deren Numerierung unabhdngig ist, folgt die unbedingte und
damit auch die absolute Konvergenz der rechtsstehenden Reihe — dies ist nicht selbstverstindlich, da die
Zahlen M\(A,,) auch negativ sein kénnen. Beachte, dass A, = () auch zugelassen ist, und daher folgt leicht
dass fiir jede Ladung gelten muss () = 0. Falls eine Ladung gegeben ist, heifit eine Menge A € A positiv
bzw. negativ, wenn gilt

AMENA) >0 bzw. AMENA) <0 VEecA.

Diese Definition ist offenbar dazu dquivalent dass fir alle messbaren Teilmengen E C A gilt A(E) > 0
bzw. A\(E) > 0. Mengen, welche gleichzeitig positiv und negativ sind, heiffen Nullmengen.

Aufgabe 4.4.2 Zeige dass die Differenz zweier endlicher Mafle immer eine Ladung ist, und dass eine
Ladung genau dann ein Maf ist, wenn § eine positive Menge ist. Zeige weiter, dass eine Ladung im
Allgemeinen nicht subadditiv, aber immer stetig im Sinne von Lemma [1.6.8] ist. Zeige schliefSlich noch:
Wenn A, B € A sind, und wenn B C A ist, dann gilt A\(A\ B) = AM(A) — A(B).

Behauptung 4.4.3 Jede messbare Teilmenge von positiven Mengen ist positiv. Die Vereinigung abzdihl-
bar vieler positiver Mengen ist ebenfalls positiv. Gleiches gilt sinngemdjf$ auch fiir negative Mengen.

Beweis: Seien A, B € A, sei B C A, und sei A positiv. Dann ist fiir jedes F € A: BN E = AN E mit
E = BNE € A, und daher folgt \(BNE) > 0. Seien jetzt P, € A positiv, und seien Q,, = P, \ (U""'P,),
fiir alle n € N. Dann sind die @,, ebenfalls positiv, paarweise disjunkt, und U} P, = UTQ,, fiir n € N.
Aus der Sigma-Additivitdt folgt deshalb

(Um) =a(Uan) = S a@n =0,

und fiir n — oo folgt die Behauptung mit der obigen Aufgabe. a

Satz 4.4.4 (Zerlegungssatz von Hahn) Zu jeder Ladung )\ gibt es eine Zerlegung von Q) in eine po-
sitive Menge P und eine negative Menge N.

Beweis: Sei a = sup A\(P), genommen iiber alle positiven Mengen P. Dann gibt es nach Definition des
Supremums eine Folge von positiven Mengen P,, fiir welche A(P,,) gegen « konvergiert. Aus der obigen
Behauptung folgt dass P := UP,, ebenfalls positiv ist, und man kann mit Hilfe der Stetigkeit der Ladung
A leicht zeigen, dass o = A(P) ist. Falls N := P¢ nicht negativ wére, gébe es ein £ € A mit £ C N
und A(F) > 0. Die Menge E kann aber nicht positiv sein, denn sonst wire P U E ebenfalls positiv, und
wegen A(P U E) = A(P) + A(E) > a ist dies nicht mdglich. Also muss eine messbare Teilmenge E von
E existieren mit A\(E) < 0. Sei n; € N minimal gewihlt, so dass ein messbares ) C E existiert mit
A(E1) < —=1/n;. Wir nehmen jetzt an, dass wir fiir ein k € N bereits messbare Mengen Ey, ..., Fy gewéhlt

haben, die paarweise disjunkte Teilmengen von E sind, und fiir die gilt
k
A(E\ UEJ-) > ANE) (> 0).
j=1

Dies ist richtig fiir k = 1, weil A(E \ E1) = A(E) — A\(E1) ist. Wie oben folgt dann dass auch E \ UYE;
nicht positiv sein kann, und daher konnen wir n;; € N minimal wihlen, so dass eine messbare Teilmenge
By CFE \ Ulej existiert mit /\(Ek+1) < —1/nk+1. Fir F':= U E} folgt dann

)\(F) = i)\<Ek) < —il/nk <0,
k=1 k=1
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woraus nj — oo folgt, da A nur endliche Werte annimmt. Falls es ein messbares G C E'\ F' mit A(G) <0
gibe, hitte man dieses G bei der Wahl der Fj zu jedem dieser Mengen hinzufiigen kénnen, und daraus
wiirde fiir grofe k ein Widerspruch zur Minimalitdt der Zahlen n; folgen. Also muss E \ F' positiv sein,
und dies ergibt erneut einen Widerspruch zur Wahl von A. Daher folgt die Negativitdt von N, was zu
zeigen war. O

Definition 4.4.5 Sei eine Ladung \ gegeben. Jedes Paar (P,N) einer positiven und einer negativen
Menge mit Q = PUN und PN N = () heifit eine Hahnsche Zerlegung. Im Allgemeinen sind allerdings P
und N nicht eindeutig bestimmt. Durch

AN(E) = MPNE), XA(E)=-AMNNE) VEecA

werden offenbar zwei endliche Mafe auf (0, A) definiert, fiir welche X = AT — X\~ ist. Im ndichsten
Lemma ergibt sich, dass das Paar (A\T,\7), im Gegensatz zu (P,N), eindeutig festgelegt ist, und wir
nennen A1 die positive bzw. A\~ die negative Variation von \. Das endliche Maf |\ := AT + A~ heifit die
Totalvariation von .

Aufgabe 4.4.6 Zeige dass fir alle E € A gilt |A\(E)| < |\[(E).
Lemma 4.4.7 Fir zwei Hahnsche Zerlegungen (Py, N1) und (P2, N2) von Q beziiglich derselben Ladung
A gilt immer

MENP) = AMENP), MENN) = MENDN,) VEcA.

Also sind \* unabhdingig von der Wahl der Zerlegunyg,

Beweis: Esist EN (P, \ P2) C PN Ny, und daher ist EN (P \ P2) eine Nullmenge. Daher gilt
MENP) = MENP,NP) + MEN(P\PR)) = M(ENPNP).

Durch Vertauschen der Bezeichnungen folgt aber auch \(E N Py) = A\(E N P, N Py;), und durch Ubergang
zu — )\ folgt dann A(E N Np) = A(E N Na). O

Lemma 4.4.8 Die Totalvariation |\| hat die folgende Eigenschaft: Fiir alle E € A ist
n
[A[(E) = sup { Z IN(E;)| : E; € Asind eine Zerlegung von E }.
j=1
Beweis: Seien Ei,...,E, € A eine Zerlegung von E, dann folgt (da [A[ ein MaR ist) >, [A(E;)

|
225 [A(E;) < [A|(E). Fiir die spezielle Zerlegung E1 = EN P und By = EN N folgt aber |A|[(E)
AT(E) + A (E) = ME1) — M(E2) = |\(E1)] + [A(E2)|, und daher gilt die Behauptung.

a Il IA

Satz 4.4.9 (Jordanscher Zerlegungssatz) Seien 1 und v zwei endliche Mafle auf (Q2,A), und sei
A= p—v. Dann ist A eine Ladung, und es gilt

WE) > AHE)  v(E) > A\ (E) VEcA.

Beweis: Esist \T(E) = ANENP)=u(ENP)—v(ENP) < u(ENP) < u(F), und genauso folgt die
zweite Ungleichung. O
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4.5 Integrale als Ladungen und Absolutstetigkeit

Lemma 4.5.1 Sei pu ein Maf auf (2, A), und sei f € L(Q, A, n). Dann wird durch

A (E) = /Efdu VEcA

eine Ladung definiert, und es gilt

NHE) = M) = [ e WE) = B = [l vEeA.

Beweis: Seien Py = {f(w) > 0} und Ny = {f(w) < 0}. Dann bilden Py und Ny eine Zerlegung von {2,
und fiir E € A gilt Af(ENPy) >0, Af(EN Ny) <0. Also sind diese Mengen eine Hahnsche Zerlegung
von €. Die iibrigen Aussagen sind klar. a

Aufgabe 4.5.2 Sei v ein Maf§ auf (2, A), und seien f,g € L(Q, A, u) so, dass A\f(E) = \,(E) ist fiir
alle E € A. Zeige, dass dann f(w) = g(w) pA. .

Definition 4.5.3 Sei p ein Maf auf (2, A). Eine Maf v heifit absolutstetig bzgl. u, falls fir alle E €
A gilt: Aus w(E) = 0 folgt v(E) = 0. Eine Ladung \ heifst absolutstetig bzgl. n, falls dies fir ihre
Totalvariation |\| gilt.

Lemma 4.5.4 Seien pu,v zwei Mafle auf (Q, A). Genau dann ist v absolutstetig bzgl. u, wenn

Ve>0 36>0 VEe€A: ulE) <6 = vE) < ¢.

Beweis: Wenn die angegebene Bedingung erfiillt und p(FE) = 0 ist, dann folgt v(E) < ¢ fiir jedes ¢ > 0,
und daher gilt ¥(E) = 0. Wenn die Bedingung nicht erfiillt ist, gibt es ein € > 0 derart, dass zu jedem
n € Nein E, € A existiert mit v(E,) > ¢ und pu(E,) < 27". Wie im Beweis von Satz folgt dass
fiir F = N; Ug>; Eg gilt p(F) = 0. Dagegen ist v(F) = lim; v(Ug>;Ex) > limsup, v(Ey) > €. Also ist v
nicht absolutstetig bzgl. p. a

Satz 4.5.5 (Radon-Nikodym) Seien p,v zwei Mafe auf (2, A), sei u sigma-endlich, und sei v abso-
lutstetig bzgl. 1. Dann gibt es ein f € M™(Q,.A) mit

V(E):/Efdu VEcA,

und dieses f ist u—f. Q. eindeutig bestimmt.

Beweis: Aus Aufgabe [£.5.2]folgt dass f p—f. ii. eindeutig ist. Um die Existenz zu zeigen, seien zunéchst
endliche Mafe p, v betrachtet. Fiir jedes o > 0 sei Ao (E) = v(E) — ap(E) fir alle E € A. Dann ist
Ao eine Ladung, und wir wihlen eine Hahnsche Zerlegung (P,, N, ) von Q. Jetzt sei « festgehalten und,
beginnend mit A; = N, definiert

Ay = Nia\ (UAj) Vk>2.
j=1



Die Ay, sind paarweise disjunkt, und es gilt

& k k—1 k—1
U 4 = U N, Aksza\(UNja):Nkam(ﬂPja) Vik>1.
=1 i=1 i=1 j=1

Fiir jede messbare Teilmenge E von Ay, gilt daher £ C NyoNP(_1)q, und daher folgt v(E)—k a u(E) <0,
aber v(E) — (k— 1) apu(E) > 0, also

(k—1DapE) < v(E) <kou(E).

Fir B := (UPA4,)¢ = NP, folgt wegen B C Py, also 0 < kap(B) < v(B) fiir alle k € N, was nur
sein kann, wenn p(B) = 0 ist, und wegen der Absolutstetigkeit ist dann auch v(B) = 0. Fiir beliebiges
E € A bilden die Mengen (E N B) und (EN Ag), k € N, eine Zerlegung, und daher folgt mit den obigen
Ungleichungen

ai(k‘—l)u(EﬂAk) < v(E) = v(ENB) + iu(EﬁAk) < aik‘p(EﬁAk).
k=1 k=1 k=1

Wir definieren nun

(k—1)« (w e Ay)
falw) = {

0 (we B)
und schliefen mit der Sigma-Additivitdt des Integrals aus der letzten Ungleichungskette

/fadli < v(E) < /fadu + ap(Q).
E E

Wenn wir nun o = 27" setzen und die Funktion fa in f,, umbenennen, folgen fiir beliebige n,m € N die
neuen Ungleichungen

[dndn < vtE) < [ i+ 2@,
E E

Durch Vertauschen von n und m erhalten wir eine weitere solche Ungleichungskette, und dann folgt fiir
m > n, dass

‘ /E(fnffm)du‘ < 27" pu(9)

gilt. Da dies fiir alle E gilt, ist (f,,) eine Cauchyfolge im Sinne der 1-Norm, und konvergiert nach Satz
gegen ein f € LT(Q, A, p). Dann folgt aber durch Grenziibergang n — oo die behauptete Darstellung
von v(E). Als nichstes sei p endlich, wihrend v () = co sei. Wir setzen

a = sup u(B).
v(B)<oo

Dann existiert eine aufsteigende Mengenfolge (B,,)$° so, dass a = lim,, u(B,,) ist. Mit der Stetigkeit von

Mafen folgt dass u(B) = « ist, fir B := UB,,. Sei nun Qg := B = NBE, O := By, Q, :== B, \ Bn—1,
n > 2. Dann bilden die €2, eine Zerlegung von 2 mit folgenden Eigenschaften:

e Wenn A eine messbare Teilmenge von Qg mit v(A4) < oo ist, dann folgt aus der Definition von o
dass v(A) = 0 sein muss. Also nimmt v auf g nur die beiden Werte 0 und oo an!

e Nach Konstruktion ist v(£2,,) < oo fiir m > 1.

Aus dem ersten Teil des Beweises folgt deshalb fiir m > 1 die Existenz von Funktionen f,,, welche auf
Q,,, definiert sind und fiir die die Darstellungsformel

v(E) = /fmd,u VE€EA mit ECQ,
E
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gilt. Setzt man noch fy(w) = oo fiir w € Qp, so gilt dasselbe auch fiir m = 0. Durch “Zusammensetzen”
definieren wir dann f(w) = fp,(w) fir w € Q,, und erhalten durch die Sigma-Additivitat des Integrals
die Behauptung des Satzes fiir diesen Fall. Sei jetzt abschliefend p sigma-endlich. Dann gibt es Mengen
E, € Amit E, C E,y1, v(E,) + pu(E,) < co und Q = UE,,. Wie bereits bewiesen existieren Funktionen
fn € MT(Q,A), die auferhalb von E,, verschwinden sollen, so dass fiir £ C E,, gilt v(E) = fE Jfndu.
Die Folge (f,) ist monoton wachsend und strebt daher gegen eine messbare Funktion f, und nach dem
Satz von Beppo-Levi folgt

VEecA : /Efndu = /EnEnfndu — /Efdu (n — c0).

Daraus folgt die Behauptung mit Hilfe der Stetigkeit des Mafes. a

Definition 4.5.6 Zwei Mafle p,v auf (2, A) heiffen zueinander singulér, falls es eine Zerlegung von 2
in zwei messbare Mengen A und B gibt mit v(A) = u(B) = 0.

Aufgabe 4.5.7 Seien p,v auf (2, A) zueinander singuldr. Zeige: Wenn v absolutstetig bzl. p ist, dann
folgt v(E) =0 fiir alle E € A.

Satz 4.5.8 (Lebesguescher Zerlegungssatz) Seien p, v zwei sigma-endliche Mafe auf (2, A). Dann
gibt es eindeutig bestimmte Mafle vy, mit v = v1 + o so, dass vy absolutstetig bzgl. p ist, wihrend v
und p zueinander singuldr sind.

Beweis: Nach Aufgabe ist ¢ = v + p ebenfalls ein sigma-endliches Mafs, und v und g sind
offenbar beide absolutstetig bzgl. o. Daher existieren nach dem Satz von Radon-Nikodym zwei Funktionen
fyg € M(Q, A) mit

v(E) = /Efda, W(E) = /Egda VEeA.

Die Mengen A = {g(w) = 0} und B = {g(w) > 0} sind messbar und bilden eine Zerlegung von €2, und
wir setzen
n(E) = v(ENA), rn(E) = v(ENB) VEeA.

Dann ist v1(B) = v(0) = 0 und pu(A) = [, gdo = 0, und deshalb sind v und p zueinander singulér. Aus
u(E) = 0 folgt dass g(w) = 0 o—f. {i. auf E ist, und daher ist o(E N B) = 0. Wegen der Absolutstetigkeit
von v bzgl. o folgt also v(E N B) = 0, und daher ist v9(E) = 0. Seien jetzt vq,vo und 71,72 Make auf
(Q,A) mit v = v; + v = 71 + T2, so dass v und 7 absolutstetig bzgl. u sind, wihrend 5 und p, sowie
7o und p zueinander singulér sind. Seien FE,, C F,,11 so, dass o(F,) < co und U, E,, = Q ist. Dann wird
durch X\ := vy — 7y = 79 — 15 eine Ladung auf jedem der Mafsrdume (E,,, .A,) definiert, wobei die Sigma-
Algebra A, aus alle messbaren Teilmengen von FE,, besteht, und nach dem Jordanschen Zerlegungssatz
folgt fiir alle F C E,,, dass AT (F) < 72(E) und A\~ (E) < 15(E), also |A|(E) < ve(FE) + 72(E) ist. Also ist
|A| absolutstetig bzgl. u. Analog folgt auch |A|(E) < vi(E) 4+ 71 (F), und per Definition von singuléren
Mafen gibt es Zerlegungen von E,, in Mengen A, B bzw. C, D so, dass v41(A4) = 71 (C) = u(B) = u(D) =0
gilt. Die Mengen BU D und F := E,, \ (BU D) sind ebenfalls eine Zerlegung von E,,, und u(BUD) =0,
sowie 11 (F) = 7 (F) =0, denn FF C AUC. Also sind |A| und p zueinander singuldr, und daher folgt aus
Aufgabe dass |A|(E) = 0 ist fiir alle E C E,, und da n beliebig ist, folgt dasselbe fiir alle E € A.
Somit ist v; = 71, woraus die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt. a

4.6 Produkte unendlich vieler Wahrscheinlichkeitsraume

Kartesische Produkte von unendlich vielen Masraumen sind im Allgemeinen nicht sinnvoll definierbar.
Anders ist es aber, wenn wir Wahrscheinlichkeitsriume betrachten, und diese Produkte sind in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie auch von groSer Bedeutung. Deshalb betrachten wir im Folgenden, analog wie im
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Buch von H. Bauer [4] § 9], eine unendliche Indexmenge I sowie eine Familie (Q;, A;, p;)icr von Wahr-
scheinlichkeitsrdumen. Fiir jede nichtleere Teilmenge K C I ist dann nach Definition

of = J] @
€K

die Menge aller Abbildungen w von K nach der Vereinigung aller €);, wobei immer w(i) € §; ist. Wenn
J eine nichtleere Teilmenge von K ist, konnen wir jedem w € QX seine Restriktion auf J zuordnen — die
so definierte Abbildung heist die Projektion PX von QF auf Q7. Wenn K = I ist, schreiben wir auch
kurz Q@ = Qf bzw. P; = PX. Falls J nur ein Element i enthilt, wollen wir auch PX fiir die zugehorige
Projektion schreiben.

Aufgabe 4.6.1 Zeige fiir Teilmengen J C K C L C I die Gleichungen

Pl = PEopL, P = PEopk.

Definition 4.6.2 Mit H(I) bezeichnen wir die Familie aller endlichen Teilmengen von I. Ein kartesisches
Produkt von Mengen A; € A; heist eine Zylindermenge, falls gilt A; = Q; bis auf héchstens endlich viele
i € I. Die von allen Zylindermengen erzeugte Sigma-Algebra A heist das Produkt der A;, 1 € I. Wir

schreiben auch

iel

Aufgabe 4.6.3 Zeige: Eine Menge A C ) ist genau dann eine Zylindermenge, falls es ein K € H(I)
und Mengen A; € A;, i € K, gibt, so dass

A=P([ 4) = N P4,
€K ieK

Zeige weiter: Das Produkt A ist die kleinste Sigma-Algebra auf ), beziiglich der alle Projektionen P;,
1 € I, messbar sind, und auch die Px mit K € H(I) sind alle messbar beziiglich A.

Aufgabe 4.6.4 Zeige dass die Menge der Vereinigungen endlich vieler Zylindermengen eine Algebra F
ist, und dass es auf F genau ein Pramas p gibt mit

p(H Ai) = sz'(Az')
icl i€l

fiir alle Zylindermengen [[,.; Ai, A; € A;. Anleitung: Zeige zundchst, dass es zu endlich vielen Mengen
A € F ein K € H(I) gibt, fiir welches gilt P;(Ay) = € fir alle k und alle i ¢ K. Gehe dann genauso
vor wie bei der Untersuchung des Produktes endlich vieler Algebren bzw. Mase in Abschnitt Beachte
auch, dass fir Zylindermengen immer gilt p;(A;) = 1 bis auf endlich viele i € I.

Mit Hilfe der letzten Aufgabe zeigen wir jetzt:

Satz 4.6.5 Auf der von allen Zylindermengen erzeugten Sigma-Algebra A gibt es genau ein Ma$, welches
das oben definierte Pramas fortsetzt, und dieses Mas ist sogar ein Wahrscheinlichkeitsmas.

Beweis: Folgt mit Hilfe von Aufgabe aus den Sétzen von Carathéodory und Hahn. ]
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Borelmaf, Lebesguemaf, integrierbar,

Intervall, [5]

Cantormenge,
Cauchyfolge Jordanscher Zerlegungssatz, 6]

im Sinne der p-Norm,
im Sinne der MaRkonvergenz, 2]
Cavalierisches Prinzip, [37]

Konvergenz
fast iberall, [40]

charakteristische Funktion, [3] [7] fast gleichméfige, 1]
gleichmaéRige,

de Morgansche Regeln, [3] Maf-,

dominierte Konvergenz, punktweise, [40]

stochastische,
Eindeutigkeitssatz von Hahn, [33]

einfache Funktion, [10] L,
Einpunktmaf, LA, ),
endliches Mag, Ladung,
erzeugt, 6, ] Lebesgue-Sigma-Algebra, [17]
Lebesgue-Stieltjes-Mafs,
fr.f, Lebesguescher Satz,
f. d., Lebesguescher Zerlegungssatz, [49]
fast iiberall, Lemma von Fatou,
fast iiberall Konvergenz, [0] L,(, A, 1),
fast gleichméfige Konvergenz, [1]
Fatousches Lemma, M(Q, A), M* (2, A),
Fortsetzungssatz von Carathéodory, Mag, [T1]
Fubini, duferes, [31]
Funktion eines Intervalls,
charakteristische, [3] [7] endliches,
einfache, [10] signiertes, [44]
integrierbare, vollsténdiges,
messbare, [f] Mafonvergenz, 1]
Mafraum,
gleichméfige Konvergenz, 40| Majorantenkriterium,
Grundmenge, Menge, messbare,
messbar, [9]
Hahn, @ messbare
Hahnsche Zerlegung, Funktion, [f]
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Menge bzgl. u*,
Teilmenge,
messbarer Raum,
Minkowskische Ungleichung,
Moment, [3§]
monotone Konvergenz, 20]
Monotonie des Mafses,

w*-messbar,

negative Menge, [45]
negative Variation, [46]
Norm,

Nullmenge,

28735

P(9),
p-Norm,
positive Menge, [45]
positive Variation, [46]
Potenzmenge,
Priamag,
Produkte
von Mafréumen,
von Sigma-Algebren, [50]
von Wahrscheinlichkeitsraumen, [50]
Produktmag,
Existenz bzw. Eindeutigkeit,
Projektion,
punktweise Konvergenz, [3] [40]

]R+7
E’
Radon-Nikodym, [A7]
Raum

Maf-, [11]

messbarer,
Rechteck,
Regeln von de Morgan,

Ring, 2§

Satz
von Beppo-Levi,
von Carathéodory,

von der beschrinkten Konvergenz, ]

von Egoroff, [43]

von Fatou,

von Fubini,

von Hahn,

von Jordan, [46]

von Lebesgue, 24

von Radon-Nikodym,

von Tonelli,
sigma-additive Mengenfunktion, 23] [44]
Sigma-Additivitét,
Sigma-Algebra, [3]

Borel-, [6]

erzeugte, [0

von Abbildungen erzeugte, 9]
sigma-endlich,
signiertes Maf, 4]
singulér, 49|
Standarddarstellung

einfacher Funktionen,
Stetigkeit des Mafes,
stochastische Konvergenz,
Subadditivités, [12]

Tonelli,
Totalvariation, 46|
translationsinvariant, [14]

Ungleichung
Holderschee,
Minkowskische, [39]

Unterraum, [6]

Variation

positive/negative, @l

Total-, [46]
Verteilungsfunktion,
Vervollstindigung,
vollstandiges Maf,
Vollstindigkeit

im Sinne der MaRkonvergenz, 2]

von L£,(Q, A, w), @
Wahrscheinlichkeitsraum, [12]

Zahlmag,
Zerlegung, [2]
von Hahn, [46]
Zerlegungssatz
von Hahn,
von Jordan, [46]
von Lebesgue, [49]
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