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Einleitung und Bezeichnungen

In den Grundvorlesungen Analysis wurde das Riemann-Integral für Funktionen einer und mehrerer Verän-
derlicher de�niert, aber in der Wahrscheinlichkeitstheorie benötigt man das Integral von viel allgemeineren
Funktionen sowie bessere Sätze, welche das Vertauschen eines Grenzübergangs mit dem Integral recht-
fertigen. Daher wollen wir im Folgenden das sogenannte Lebesgue-Integral kennenlernen, das in dieser
Hinsicht sehr viel befriedigendere Eigenschaften hat.

In der Riemannschen Integralde�nition wird eine Funktion über ein (ein- oder mehrdimensionales) In-
tervall integriert. Dieses wird in kleinere Intervalle zerlegt, deren Inhalt (d. i. im eindimensionalen Fall
einfach ihre Länge) zusammen mit dem Funktionswert an einer Stelle in die sog. Riemannsumme eingeht.
In der Lebesgueschen De�nition des Integrals benutzt man Zerlegungen in sehr viel allgemeinere Teil-
mengen, für welche aber dann eine Zahl de�niert sein muss, welche dem Inhalt eines Intervalls entspricht,
aber hier Maÿ genannt wird. Daher werden wir zunächst axiomatisch sogenannte messbare Räume bzw.
Maÿräume einführen. Dabei wird Ω immer eine feste nicht-leere, aber ansonsten beliebige Grundmenge
bezeichnen. Für gewisse, jedoch im Allgemeinen nicht für alle, Teilmengen A ⊂ Ω wird dann ein Maÿ
µ(A) de�niert sein. In einfachen Fällen kann A eine �nicht zu wilde� Teilmenge von1 Rd und µ(A) der
Raum- bzw. Flächeninhalt von A sein, falls d = 3 bzw. d = 2 ist. Für d = 1 ist µ(A), im Fall dass A ein
Intervall ist, oft dessen Länge, kann aber auch anders de�niert sein. In der Wahrscheinlichkeitstheorie
bedeutet Ω die Menge aller möglichen Ausgänge eines Spieles oder Zufallsexperiments, und µ(A) ist die
Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Spielausgang ein Element der Teilmenge A ist. Wenn man z. B. mit
einem Würfel wirft, dann bietet sich an, die Menge Ω aus den natürlichen Zahlen von 1 bis 6 bestehen zu
lassen, und unter µ(A) die Anzahl der Elemente von A ⊂ Ω dividiert durch die Gesamtzahl der Elemente
von Ω, also 6, zu verstehen. Dabei wird als Bezeichnung in der Regel statt µ der Buchstabe p wie �pro-
bability� verwendet. In diesem Fall ist µ(A) = p(A) also eine Zahl im abgeschlossenen Intervall von 0 bis
1, was aber allgemein nicht zu sein braucht; insbesondere kann i. A. auch der Fall µ(A) =∞ eintreten.

Abstrakt ausgedrückt ist ein Maÿ eine Abbildung, deren De�nitionsbereich immer eine Teilmenge der
Potenzmenge2 von Ω ist, und dessen Werte nicht-negative reelle Zahlen oder das Symbol ∞ sind. Um
eine �vernünftige Theorie� entwickeln zu können, muss der De�nitionsbereich eines Maÿes einige Eigen-
schaften haben, und das Maÿ selber muss entsprechende Rechenregeln erfüllen. Dieser abstrakte Ansatz
macht es notwendig, dass wir zuerst Sigma-Algebren besprechen, bevor wir dann auf Maÿe eingehen und
anschlieÿend den entsprechenden Integralbegri� einführen. Dabei ist zunächst nicht klar, ob es in Rd
überhaupt ein sinnvolles Maÿ gibt � der Beweis dafür wird erst später gegeben.

In dieser Vorlesung werden die üblichen Bezeichnungen für die Menge der reellen, natürlichen und ratio-
nalen Zahlen verwendet, wobei (wie auch in den Büchern von Bauer [3] und Bartle [1], die auch sonst den
Inhalt dieser Vorlesung gut darstellen) die Null nicht als natürliche Zahl angesehen wird. Auch die men-
gentheoretischen Operationen sind wie in [3] bezeichnet, allerdings schreiben wir Ac := {ω ∈ Ω : ω 6∈ A}
für das Komplement von A in der Grundmenge Ω. Allgemeiner schreiben wir für A,B ⊂ Ω auch A \ B
für die Menge aller a ∈ A, welche nicht in B liegen, sodass also Ac = Ω \ A und A \ B = A ∩ Bc ist.
Wir nennen eine beliebige Anzahl von Mengen Aj eine Zerlegung einer Menge A, wenn die Aj paarweise
disjunkt sind und ihre Vereinigung A ergibt. Weiter sei R die Menge der reellen Zahlen vereinigt mit den

1Beachte dass in dieser Vorlesung d immer eine feste natürliche Zahl sein soll, welche die Bedeutung von Dimension hat.
2Die Potenzmenge ist die Menge aller Teilmengen von Ω und wird gelegentlich mit P(Ω) bezeichnet.
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Symbolen∞ und −∞. Für das Rechnen mit ±∞ soll auÿer den in der Analysis üblichen Regeln in dieser
Vorlesung noch zusätzlich gelten

∞ 0 = −∞ 0 = 0∞ = 0 (−∞) = 0 .

Also sind Addition und Multiplikation auf der Menge R vollständig de�niert, auÿer dass die Summe
von ∞ und −∞ nicht festgelegt ist, aber von Fall zu Fall passend interpretiert werden wird. Auÿerdem
schreiben wir R+ für die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen, so dass also 0 ∈ R+ ist, und R+ ist
gleich der Menge R+ ∪ {∞}.

Sind Ω1,Ω2 beliebige nicht-leere Mengen, und ist f : Ω1 → Ω2 eine beliebige Abbildung, so schreiben wir
wie üblich

∀ A ⊂ Ω2 : f−1(A) = {ω1 ∈ Ω1 : f(ω1) ∈ A } .

Es ist wichtig zu beachten, dass diese Begri�sbildung nicht die Existenz einer Umkehrfunktion von f
voraussetzt. Auÿerdem benötigen wir die folgenden einfach zu beweisenden Regeln:

∀ A,Aj ⊂ Ω2 , j ∈ J : f−1
( ⋃
j∈J

Aj

)
=
⋃
j∈J

f−1(Aj) , f−1(Ac) =
(
f−1(A)

)c
.

Wenn die Aj paarweise disjunkt sind, dann gilt dies auch für die Urbildmengen f−1(Aj), und falls die Aj
eine Zerlegung von Ω2 sind, dann bilden die f−1(Aj) eine solche für Ω1. Wichtig sind im Weiteren auch
die de Morganschen Regeln: Bei beliebiger Grundmenge Ω gilt immer

∀ Aj ⊂ Ω , j ∈ J :
⋃
j∈J

Acj =
( ⋂
j∈J

Aj

)c
,

⋂
j∈J

Acj =
( ⋃
j∈J

Aj

)c
.

Als charakteristische Funktion einer Teilmenge A ⊂ Ω, mit einer beliebigen nicht-leeren Grundmenge Ω,
bezeichnen wir die Abbildung χA : Ω→ R mit χA(ω) = 1 für ω ∈ A und χA(ω) = 0 sonst.

Analog zur Vorlesung Analysis I nennen wir für A ⊂ Ω eine Folge von Funktionen fn : A→ R punktweise
konvergent auf A, falls für alle ω ∈ A der Grenzwert f(ω) := limn→∞ fn(ω) existiert, und in diesem
Fall heiÿt die so de�nierte Funktion f : A → R auch die Grenzfunktion der Folge. Diese De�nition kann
sinngemäÿ auch auf Fälle ausgedehnt werden, in denen einige der Werte fn(ω) und/oder der Grenzwert
f(ω) gleich ∞ oder −∞ sind.
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Kapitel 1

Theorie der Maÿe

Wie in der Einleitung gesagt, ist Ω im Folgenden immer eine feste nicht-leere Menge, die wir gelegentlich
auch Grundmenge nennen wollen. Die wichtigsten Beispiele sind Ω = R oder Ω = Rd, aber Ω kann z. B.
auch eine endliche Menge (etwa die für das Würfeln wichtige Menge {1, . . . , 6} der ganzen Zahlen von 1
bis 6), oder abzählber unendlich (also z. B. die Menge N = {1, 2, 3 . . .} der natürlichen Zahlen), oder ein
ein- oder mehrdimensionales Intervall sein. Dabei nennen wir I ⊂ Rd ein abgeschlossenes Intervall, wenn
es a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rd gibt, sodass

I = [a, b] := { x = (x1, . . . , xn) : aj ≤ xj ≤ bj ∀ j = 1, . . . , n } .

Entsprechend de�nieren wir o�ene bzw. halbo�ene Intervalle (a, b) bzw. [a, b). Dabei ist klar, dass es
neben [a, b) zahlreiche andere Arten von halbo�enen Intervallen in Rd gibt, welche aber hier keine Rolle
spielen. Als Maÿ oder Inhalt von I bezeichnen wir die Zahl λ(I) =

∏
j(bj − aj), falls I nicht die leere

Menge ist, und setzen λ(∅) = 0. Dabei spielt es o�enbar keine Rolle, ob I abgeschlossen, o�en oder
halbo�en ist. Für d = 1, bzw. = 2, bzw. = 3 ist also das Maÿ eines Intervalls gleich dessen Länge, bzw.
Flächeninhalt, bzw. seinem Volumen.

1.1 Sigma-Algebren und messbare Räume

De�nition 1.1.1 Eine Familie A von Teilmengen von Ω heiÿt eine Sigma-Algebra auf Ω, falls folgende
Axiome erfüllt sind:

(A1) ∅ ∈ A ,

(A2) A ∈ A =⇒ Ac ∈ A ,

(A3)
(
An ∈ A ∀ n ∈ N

)
=⇒

∞⋃
n=1

An ∈ A .

Wenn dies so ist, dann heiÿt das Paar (Ω,A) auch messbarer Raum, und jedes A ∈ A heiÿt messba-
re Teilmenge von Ω oder einfach messbar. Da gelegentlich auch mehrere Sigma-Algebren auf derselben
Grundmenge Ω betrachtet werden, sprechen wir auch von A-messbaren Mengen.

Bemerkung 1.1.2 Wenn (Ω,A) ein messbarer Raum ist, dann gelten o�enbar auf Grund der de Morgan-
schen Regeln immer folgende weitere Aussagen:

(a) Ω ∈ A ,
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(b)
(
An ∈ A ∀ n ∈ N

)
=⇒

∞⋂
n=1

An ∈ A .

Auÿerdem kann man sehr leicht folgende weitere Aussagen beweisen, aus denen z. B. folgt, dass es auf
jeder beliebigen Grundmenge Ω mindestens eine, meist aber sogar zahlreiche verschiedene Sigma-Algebren
gibt:

(c) Die Familie P(Ω) aller Teilmengen von Ω ist immer eine Sigma-Algebra, und zwar die gröÿte, und
auch A = {∅ , Ω} ist immer eine Sigma-Algebra, nämlich die kleinste, auf der gegebenen Menge Ω.

(d) Der Durchschnitt beliebig vieler Sigma-Algebren auf Ω ist wieder eine solche Sigma-Algebra.

(e) Zu jeder Familie C von Teilmengen von Ω gibt es eine eindeutig bestimmte kleinste Sigma-Algebra
auf Ω, welche C enthält. Man erhält sie als Durchschnitt aller Sigma-Algebren, welche C enthalten,
und wir nennen sie die von C erzeugte Sigma-Algebra.

(f) Im Fall Ω = Rd heiÿt die von allen Intervallen erzeugte Sigma-Algebra die Borel-Sigma-Algebra auf
Rd. Diese soll im Folgenden immer mit B bezeichnet werden.

Aufgabe 1.1.3 Finde die von einer einzigen nicht-leeren Teilmenge A ⊂ Ω erzeugte Sigma-Algebra.
Zeige weiter: Ist C = {Aj : j ∈ N} eine abzählbare Zerlegung von Ω, so ist die von C erzeugte Sigma-
Algebra A gleich

A =
{ ⋃

j∈J
Aj : J ⊂ N

}
.

Überlege, ob dies auch für überabzählbare Zerlegungen gilt. Überlege weiter, warum es allgemein schwierig
ist, die von einer Familie C von Teilmengen von Ω erzeugte Sigma-Algebra zu beschreiben.

Aufgabe 1.1.4 Beweise die Aussagen der vorangegangenen Bemerkung. Bestimme weiterhin diejenigen
Grundmengen Ω, auf welchen es nur eine, bzw. nur endlich viele, bzw. unendlich viele verschiedene
Sigma-Algebren gibt.

Aufgabe 1.1.5 Zeige dass die Borel-Sigma-Algebra B bereits von der Menge aller o�enen, aber auch
von allen abgeschlossenen, oder allen halbo�enen, Intervallen erzeugt wird, und dass B alle o�enen, aber
auch alle abgeschlossenen Teilmengen von Rd enthält. Zeige weiter, dass sogar die von den Intervallen
der Form (−∞, a) erzeugte Sigma-Algebra gleich B ist.

Aufgabe 1.1.6 Sei (Ω,A) ein messbarer Raum, und sei ∅ 6= E0 ∈ A beliebig gegeben. Zeige dass
AE0

:= {E ∩E0 : E ∈ A} eine Sigma-Algebra auf E0 ist. Wir nennen den messbaren Raum (E0,AE0
)

gelegentlich auch Unterraum von (Ω,A) und sprechen manchmal der Einfachheit halber auch vom Unter-
raum E0, wobei dann immer die Sigma-Algebra AE0

auf E0 betrachtet werden soll.

1.2 Messbare Funktionen

Im Folgenden sei auf Ω immer eine feste, aber beliebige Sigma-Algebra A gegeben.

De�nition 1.2.1 Eine Funktion f : Ω → R heiÿt A-messbar, oder auch kurz messbar wenn klar ist,
auf welche Sigma-Algebra A wir uns beziehen, falls gilt:

∀ α ∈ R : { ω ∈ Ω : f(ω) > α } ∈ A .

8



Aufgabe 1.2.2 Zeige, dass die charakteristische Funktion χA einer Teilmenge A ⊂ Ω genau dann mess-
bar ist, wenn A ∈ A liegt. Schlieÿe hieraus: Genau dann sind alle Funktionen f : Ω→ R messbar, wenn
A = P(Ω) ist.

Aufgabe 1.2.3 Zeige, dass eine Funktion f : Ω→ R genau dann messbar ist, wenn für jede Menge B
aus der Borel-Sigma-Algebra B auf R gilt, dass f−1(B) ∈ A ist. Vergleiche dies mit De�nition 1.4.1.

Lemma 1.2.4 Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) ∀ α ∈ R : { ω ∈ Ω : f(ω) > α } ∈ A .

(b) ∀ α ∈ R : { ω ∈ Ω : f(ω) ≤ α } ∈ A .

(c) ∀ α ∈ R : { ω ∈ Ω : f(ω) ≥ α } ∈ A .

(d) ∀ α ∈ R : { ω ∈ Ω : f(ω) < α } ∈ A .

Beweis: Die Äquivalenz von (a) und (b), sowie von (c) und (d) ist klar nach Axiom (A2). Die anderen
Äquivalenzen folgen wegen

{ ω ∈ Ω : f(ω) ≥ α } =

∞⋂
n=1

{ ω ∈ Ω : f(ω) > α − 1/n} ,

und einer analogen Aussage für die Vereinigung von Mengen der Form { ω ∈ Ω : f(ω) ≥ α + 1/n}. 2

Beispiel 1.2.5 Konstante Funktionen sind immer messbar, und für jedes A ∈ A ist die charakteristische
Funktion χA(ω) = 1 ebenfalls messbar. Falls Ω = Rd und A gleich der Borel-Sigma-Algebra B ist, dann
sind alle stetigen Funktionen auch messbar, und für d = 1 sind alle monotonen Funktionen ebenfalls
messbar.

Aufgabe 1.2.6 Beweise die im vorangegangenen Beispiel gemachten Aussagen. Zeige weiter: Genau
dann ist eine Funktion f : Ω→ R messbar, wenn für jede o�ene Teilmenge O ⊂ R gilt f−1(O) ∈ A.

Aufgabe 1.2.7 Seien f : Ω→ R messbar und g : R→ R stetig. Zeige die Messbarkeit der Hintereinan-
derausführung g ◦ f .

Im Folgenden schreiben wir kurz {f(ω) > α} für die Menge aller ω ∈ Ω, für welche diese Ungleichung
gilt, und verfahren analog bei anderen Ungleichungen wie f(ω) ≤ α, α < f(ω) ≤ β u. s. w.

Lemma 1.2.8 Seien f und g messbare Funktionen auf Ω, und sei c ∈ R. Dann sind auch die Funktionen
c f , f2, f + g, f g und |f | messbar.

Beweis: Sei α ∈ R. Für c = 0 ist c f konstant, für c > 0 gilt {c f(ω) > α} = {f(ω) > α/c}, und für
c < 0 ist {c f(ω) > α} = {f(ω) < α/c}, und deshalb folgt die Messbarkeit von c f in allen Fällen. Wegen
{f2(ω) > α} = {f(ω) >

√
α} ∪ {f(ω) < −

√
α} für α ≥ 0 bzw. {f2(ω) > α} = Ω im anderen Fall folgt

die Messbarkeit von f2. Wegen (A3) und der Abzählbarkeit der rationalen Zahlen folgt

{f(ω) + g(ω) > α} =
⋃
q∈Q

(
{f(ω) > q} ∩ {g(ω) > α− q}

)
∈ A ,

und daher ist die Summe f + g messbar.Aus der Identität 4 f g = [ (f + g)2 − (f − g)2] und dem bereits
gezeigten folgt die Messbarkeit des Produktes f g. Die Messbarkeit von |f | folgt analog wie die von f2.

2
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De�nition 1.2.9 Sei f : Ω→ R gegeben. Die Funktionen

f+(ω) = max{f(ω), 0} f−(ω) = max{−f(ω), 0} ∀ ω ∈ Ω

heiÿen der positive bzw. negative Anteil von f . Es gilt o�enbar

f = f+ − f− , |f | = f+ + f− , f+ = (|f |+ f)/2 , f− = (|f | − f)/2 ,

und daher folgt die Messbarkeit von f+ , f− mittels des letzten Lemmas, falls f selber messbar ist.

1.3 Funktionen mit unendlich groÿen Werten

De�nition 1.3.1 Wir sagen dass eine Abbildung f : Ω→ R messbar ist, wenn für alle α ∈ R die Menge
{f(ω) > α} immer zur Sigma-Algebra A gehört. Die Menge aller dieser Funktionen bezeichnen wir mit
M(Ω,A). Mit M+(Ω,A) wird die Menge aller f ∈ M(Ω,A) mit f(ω) ≥ 0 für alle ω ∈ Ω bezeichnet;
beachte aber, dass ein solches f auch den Wert ∞ annehmen kann.

Lemma 1.3.2 Sei f : Ω→ R, und sei g(ω) = f(ω) falls f(ω) ∈ R ist, sowie g(ω) = 0 falls f(ω) = ±∞
ist. Die Funktion f ist genau dann messbar, wenn g messbar ist, und wenn zusätzlich die Mengen A+ =
{f(ω) =∞} und A− = {f(ω) = −∞} zu A gehören.

Beweis: Sei f messbar. Für α ∈ R folgt dann

A+ =

∞⋂
n=1

{f(ω) > n} ∈ A , Ac− =

∞⋃
n=1

{f(ω) > −n} ∈ A ,

und weiter ist

{g(ω) > α} = {f(ω) > α} \A+ ∀ α ≥ 0 , {g(ω) > α} = {f(ω) > α} ∪A− ∀ α < 0 .

Daraus folgt die Messbarkeit von g. Umgekehrt folgt aus A± ∈ A und der Messbarkeit von g wegen

{f(ω) > α} = {g(ω) > α} ∪A+ ∀ α ≥ 0 , {f(ω) > α} = {g(ω) > α} \A− ∀ α < 0

auch wieder die Messbarkeit von f . 2

Bemerkung 1.3.3 Aus dem letzten Lemma folgt, dass Lemma 1.2.4 auch für Funktionen mit Werten in
R gilt. Weiter folgt dass für alle f ∈M(Ω,A) und alle c ∈ R immer gilt

c f , f2 , |f | , f+ , f− ∈ M(Ω,A) .

Allerdings ist für f, g ∈M(Ω,A) die Summe f + g zunächst unde�niert auf den Mengen

E1 = {f(ω) =∞} ∩ {g(ω) = −∞} , E2 = {f(ω) = −∞} ∩ {g(ω) =∞} .

Gelegentlich ist es sinnvoll zu vereinbaren, dass (f + g)(ω) = 0 ist für ω ∈ E1 ∪ E2, und in diesem Fall
folgt f + g ∈M(Ω,A).

Aufgabe 1.3.4 Zeige für eine beliebige Folge (fn) von Funktionen in R dass

lim inf
n→∞

fn(ω) = sup
n≥1

inf
m≥n

fm(ω) ∀ ω ∈ Ω

und �nde selber eine entsprechende Aussage für den limes superior.
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Aufgabe 1.3.5 Sei f : Ω→ R so, dass für alle q ∈ Q gilt {f(ω) > q} ∈ A. Zeige f ∈M(Ω,A).

Lemma 1.3.6 Für jede Folge (fn) von Funktionen ausM(Ω,A) sind auch die durch

f(ω) = inf
n≥1

fn(ω) , F (ω) = sup
n≥1

fn(ω) , f∗(ω) = lim inf
n→∞

fn(ω) , F ∗(ω) = lim sup
n→∞

fn(ω)

de�nierten Funktionen in M(Ω,A). Insbesondere ist für jede punktweise konvergente Folge messbarer
Funktionen auch die Grenzfunktion wieder messbar.

Beweis: Wegen Aufgabe 1.3.4 genügt es, f und F zu betrachten. Deren Messbarkeit folgt aber mit Hilfe
von Bemerkung 1.3.3 wegen

{f(ω) ≥ α} =

∞⋂
n=1

{fn(ω) ≥ α} , {F (ω) > α} =

∞⋃
n=1

{fn(ω) > α} .

2

Korollar zu Lemma 1.3.6 Für alle f, g ∈M(Ω,A) ist f g ∈M(Ω,A).

Beweis: Für n ∈ N seien

fn(ω) =

 f(ω) falls |f(ω)| ≤ n ,
n falls f(ω) > n ,
−n falls f(ω) < −n ,

und gn seien analog de�niert. Dann folgt leicht dass alle fn, gn ∈ M(Ω,A) sind, und da sie alle nur
endliche Werte haben, folgt aus Lemma 1.2.8 fn gm ∈M(Ω,A) für alle n,m ∈ N. Mit Lemma 1.3.6 folgt
dann für n→∞ bzw. m→∞ dass f gm ∈M(Ω,A) für alle m ∈ N bzw. f g ∈M(Ω,A). 2

Aufgabe 1.3.7 Sei E ∈ A nicht leer, und sei AE wie in Aufgabe 1.1.6 de�niert. Zeige: Für beliebiges
f ∈ M(Ω,A) ist die Restriktion von f auf die Menge E immer in M(E,AE). Umgekehrt, wenn f ∈
M(E,AE) gegeben ist, und wenn wir f(ω) = 0 setzen, falls ω ∈ Ec ist, dann ist diese Fortsetzung von f
inM(Ω,A).

1.4 Abbildungen zwischen messbaren Räumen

Im Folgenden seien (Ωj ,Aj) beliebige messbare Räume, wobei j durch eine evtl. unendlich groÿe Index-
menge J laufen kann. In der nächsten De�nition ist allerdings zunächst J = {1, 2}.

De�nition 1.4.1 Eine Abbildung T : Ω1 → Ω2 heiÿt (A1,A2)-messbar, oder manchmal kurz messbar,
falls gilt

∀ A ∈ A2 : T−1(A) ∈ A1 . (1.4.1)

Für eine beliebige Anzahl messbarer Räume (Ωj ,Aj), eine weitere nicht-leere Menge Ω und beliebige
Abbildungen Tj : Ω → Ωj, mit j ∈ J , gibt es genau eine kleinste Sigma-Algebra A auf Ω, so dass alle
Tj messbar sind; diese ist die von den Mengen T−1(Aj), mit beliebigem Aj ∈ Aj und beliebigem j ∈ J ,
erzeugte Sigma-Algebra. Wir sagen dann auch, dass der messbare Raum (Ω,A) von den Abbildungen Tj
erzeugt oder rückwärts induziert wird.
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Aufgabe 1.4.2 Sei C ⊂ A2 so, dass A2 von C erzeugt wird � dass also A2 die kleinste Sigma-Algebra
ist, die alle Mengen aus C enthält. Zeige: Genau dann ist T : Ω1 → Ω2 messbar, wenn für alle c ∈ C gilt
f−1(C) ∈ A1. Benutze dies und die De�nition der Borel-Sigma-Algebra um zu zeigen, dass die De�nition
von Messbarkeit für reellwertige Funktionen mit der hier gegebenen übereinstimmt, wenn man auf R die
Borel-Sigma-Algebra B betrachtet. Vergleiche auch mit Aufgabe 1.2.3.

Aufgabe 1.4.3 Zeige dass stetige Abbildungen von Rd nach Rm immer bezüglich der Borel-Sigma-
Algebren messbar sind. Anleitung: Es darf benutzt werden, dass für stetige Funktionen die Urbilder
o�ener Mengen wieder o�en sind.

Aufgabe 1.4.4 Seien jetzt drei messbare Räume (Ωj ,Aj), j = 1, 2, 3, gegeben. Zeige: Wenn T1 : Ω1 → Ω2

und T2 : Ω2 → Ω3 beide messbar sind, dann ist auch die Hintereinanderausführung T2 ◦ T1 : Ω1 → Ω3

messbar.

1.5 Einfache Funktionen

De�nition 1.5.1 Wir nennen ein φ ∈M(Ω,A) eine einfache Funktion, wenn sie nur endlich viele reelle
Werte annimmt. Wenn φ nicht die Nullfunktion ist, bezeichnen wir diejenigen Werte von φ, welche 6= 0
sind, mit c1, . . . , cn, sodass diese Zahlen also alle verschieden sind. Dann sind die Mengen

Aj = {ω : φ(ω) = cj} ∈ A (1 ≤ j ≤ n) , (1.5.1)

paarweise disjunkt, aber im Allgemeinen ist ihre Vereinigung nicht gleich Ω, da φ auch die Zahl 0 als
Wert annehmen kann. Es gilt aber in jedem Fall

φ =

n∑
j=1

cj χAj . (1.5.2)

Insbesondere ist φ(ω) = 0 genau dann, wenn ω 6∈ ∪jAj ist. Die Menge der einfachen messbaren Funktio-
nen ist genau die lineare Hülle aller charakteristischen Funktionen von Mengen aus A. Die Darstellung
einer einfachen Funktion in der Form (1.5.2) ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Summanden und
wird im Folgenden Standarddarstellung genannt. Beachte aber, dass auch die Nullfunktion einfach ist,
und wir erhalten deren Standarddarstellung, indem wir in (1.5.2) n = 0 setzen, so dass die Summe leer
ist.

In den Lehrbüchern ist die Standarddarstellung einfacher Funktionen meist etwas anders de�niert � der
Vorteil unserer De�nition zeigt sich z. B. in der folgenden Aufgabe:

Aufgabe 1.5.2 Zeige dass für jede nicht-triviale einfache Funktion φ in Standarddarstellung (1.5.2) und
jedes A ∈ A die Funktion φχA ebenfalls einfach ist und die Darstellung

φχA =

n∑
j=1

cj χA∩Aj

besitzt. Dies ist auch die Standarddarstellung, wenn wir die Terme mit A ∩Aj = ∅ ignorieren.

Für manche messbaren Räume (welche?) sind alle messbaren Funktionen auch einfache Funktionen � das
nächste Lemma zeigt, dass auch bei allgemeinen Räumen die messbaren Funktionen nicht so viel allge-
meiner als die einfachen Funktionen sind, und das ist in gewissem Sinne der Schlüssel zur Lebesgueschen
Integralde�nition.
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Lemma 1.5.3 Jedes f ∈M+(Ω,A) ist der punktweise Grenzwert einer monoton wachsenden Folge von
einfachen Funktionen φn ∈M+(Ω,A).

Beweis: Für n ∈ N und k = 0, . . . , n 2n − 1 sei

Ek,n = { k 2−n ≤ f(ω) < (k + 1) 2−n } , En 2n,n = { f(ω) ≥ n } .

Für jedes feste n bilden die Mengen Ek,n eine Zerlegung von Ω in messbare Mengen, und wir setzen

φn =

n2n∑
k=1

k 2−n χEk,n ∀ n ∈ N .

Die so de�nierten Funktionen sind o�enbar einfach. Da bei Übergang von n zu n + 1 die Mengen Ek,n
weiter in Teilmengen zerlegt werden, ergibt sich, dass die Folge φn monoton wächst. Falls f(ω) =∞ ist,
ist ω ∈ En 2n,n für alle n ∈ N, und dann folgt φn(ω)→∞ für n→∞. Im anderen Fall folgt für n > f(ω)
dass 0 ≤ f(ω)− φn(ω) ≤ 2−n ist, woraus ebenfalls folgt φn(ω)→ f(ω) für n→∞. 2

1.6 Maÿe und Maÿräume

De�nition 1.6.1 Eine Abbildung µ : A → R heiÿt ein Maÿ auf A, falls folgendes gilt:

(M1) µ(∅) = 0.

(M2) ∀ A ∈ A : µ(A) ≥ 0.

(M3) Für jede Folge (An) von paarweise disjunkten Mengen in A ist µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An).

Die Eigenschaft (M3) heiÿt auch Sigma-Additivität. Falls µ(Ω) < ∞ ist, dann folgt wegen der Sigma-
Additivität, dass das Maÿ überhaupt nur endliche Werte annimmt, und solche Maÿe werden endlich
genannt. Falls Ω die Vereinigung von abzählbar vielen Mengen En mit µ(En) <∞ ist, dann heiÿt µ auch
sigma-endlich. Ist auf (Ω,A) ein Maÿ µ gegeben, dann heiÿt das Tripel (Ω,A, µ) auch kurz ein Maÿraum.

Aufgabe 1.6.2 Sei (Ω,A, µ) ein Maÿraum, und sei E ∈ A nicht leer, sowie AE wie in Aufgabe 1.1.6.
Zeige dass die Einschränkung von µ auf AE wieder ein Maÿ ergibt. Wir werden gelegentlich (E,AE , µ)
auch als Unterraum von (Ω,A, µ) bezeichnen, ohne darauf hinzuweisen, dass dabei µ eigentlich gleich
der Restriktion des ursprünglichen Maÿes ist. Zeige weiter: Wenn ν irgendein Maÿ auf (E,AE) ist, und
wenn wir σ(A) := ν(A ∩ E) für A ∈ A setzen, dann erhalten wir ein Maÿ auf (Ω,A). Berechne σ(Ec).

Beispiel 1.6.3 Auf jedem messbaren Raum (Ω,A) ist die Nullabbildung ein Maÿ auf A. Genauso ist
durch

µ(A) =

{
0 falls A = ∅
∞ falls A 6= ∅

ein Maÿ gegeben. Mit festem, aber beliebigem p ∈ Ω ist

µp(A) =

{
0 falls p 6∈ A
1 falls p ∈ A

ein endliches Maÿ; es heiÿt das in p konzentrierte Einpunktmaÿ. Ein weiteres Maÿ, das sogenannte
Zählmaÿ, ergibt sich, wenn man µ(A) für A ∈ A gleich der Anzahl der Elemente von A setzt; dieses Maÿ
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ist endlich, falls Ω eine endliche Menge ist, es ist sigma-endlich, falls Ω abzählbar ist. Alle diese Maÿe
sind insbesondere auf der Potenzmenge von Ω de�niert. Später werden wir zeigen, dass es auf (Rd,B)
genau ein Maÿ λ gibt, welches jedem Intervall seinen Inhalt zuordnet; dieses soll Lebesgue- oder Borelmaÿ
genannt werden. Schlieÿlich gibt es zu jeder monoton wachsenden und rechtsseitig stetigen Funktion g auf
R genau ein Maÿ λg auf (R,B), welches jedem halbo�enen Intervall (a, b] mit a < b die Zahl g(b)− g(a)
zuordnet; es heiÿt das von g erzeugte Lebesgue- oder Borel-Stieltjes-Maÿ. Seine Existenz wird ebenfalls
später bewiesen. In den Übungen werden wir aber die Existenz dieser Maÿe voraussetzen.

Aufgabe 1.6.4 Seien µ und ν zwei Maÿe auf A. Zeige dass σ = µ + ν ebenfalls ein Maÿ ist. Zeige
weiter: Wenn µ und ν beide sigma-endlich sind, dann gilt dasselbe auch für σ.

Aufgabe 1.6.5 (Diskrete Wahrscheinlichkeitsräume) Sei Ω = N, A = P(N) die Potenzmenge von
N, und sei (pj) eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen. Zeige dass durch

p(A) =
∑
j∈A

pj ∀ A ⊂ N

ein Maÿ auf (N,P(N)) de�niert wird. Überlege, wie man ein analoges Maÿ auf jeder abzählbaren Menge
Ω de�nieren kann. Falls zusätzlich noch gilt, dass

∑
j pj = 1 ist, nennt man einen solchen Maÿraum auch

diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. Allgemeiner spricht man immer von einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A, µ), wenn µ(Ω) = 1 ist, und in diesem Fall verwendet man statt µ meist den Buchstaben p wie
�probability� zur Bezeichnung des Maÿes. Die Interpretation ist dann so, dass bei einem Zufallsexperiment
die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Ausgang des Experimentes in A liegt, gleich p(A) ist.

Im Folgenden sei immer ein fester Maÿraum (Ω,A, µ) gegeben.

Lemma 1.6.6 Für E,F ∈ A mit E ⊂ F gilt immer µ(E) ≤ µ(F ). Falls zusätzlich µ(E) < ∞ ist, gilt
auch µ(F \ E) = µ(F )− µ(E).

Beweis: Es ist immer F = E ∪ (F \ E) und E ∩ (F \ E) = ∅, und deshalb folgt die Behauptung aus
(M3) � beachte, dass in (M3) einige der Mengen An auch leer sein können! 2

Aufgabe 1.6.7 (Subadditivität des Maÿes) Sei (An) eine Folge von Mengen in A, welche nicht not-
wendigerweise paarweise disjunkt sind. Zeige

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An) .

Man nennt diese Eigenschaft eines Maÿes auch seine Subadditivität.

Lemma 1.6.8 (Monotonie bzw. Stetigkeit des Maÿes) Sind En ∈ A mit En ⊂ En+1, für n ∈ N
gegeben, so gilt immer

µ
( ∞⋃

n=1

En

)
= lim

n→∞
µ(En) .

Sind Fn ∈ A mit Fn ⊃ Fn+1, für n ∈ N gegeben, und ist µ(F1) <∞, so gilt immer

µ
( ∞⋂

n=1

Fn

)
= lim

n→∞
µ(Fn) .
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Beweis: Falls für irgend ein n gilt µ(En) =∞, dann folgt aus dem vorangegangenen Lemma das gleiche
für alle gröÿeren n, und daher gilt dann die erste Behauptung. Falls umgekehrt alle µ(En) < ∞ sind,
dann setzen wir A1 = E1 und An = En \En−1 für n ≥ 2. Dann sind die An paarweise disjunkt, und ihre
Vereinigung ist gleich der der En. Daher gilt

µ
( ∞⋃

n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(An) = µ(E1) +

∞∑
n=1

(
µ(En)− µ(En−1)

)
= lim

n→∞
µ(En) .

Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, wenn man En = Ω\Fn setzt und die de Morganschen Regeln
verwendet. 2

Aufgabe 1.6.9 Zeige dass im letzten Lemma die Voraussetzung µ(F1) <∞ im Allgemeinen nicht weg-
gelassen werden darf.

Aufgabe 1.6.10 Sei f ∈ M+(Ω,A), und seien An = {f(ω) > 1/n}, n ∈ N, A∞ = {f(ω) > 0}. Zeige
dass die Folge (µ(An)) monoton wächst und gegen µ(A∞) konvergiert.

Proposition 1.6.11 Seien (Ω1 ,A1) und (Ω2,A2) zwei messbare Räume, und sei T : Ω1 → Ω2 eine
messbare Abbildung. Falls auf A1 ein Maÿ µ gegeben ist, dann wird durch

µT (B) = µ(T−1(B)) ∀ B ∈ A2 (1.6.1)

ein Maÿ auf A2 de�niert.

Beweis: Wenn paarweise disjunkte Mengen Bn ∈ A2 gegeben sind, dann sind auch die Urbildmengen
T−1(Bn) paarweise disjunkt, und daher folgt

µT

( ∞⋃
n=1

Bn

)
= µ

( ∞⋃
n=1

T−1(Bn)
)

=

∞∑
n=1

µ(T−1(Bn)) =

∞∑
n=1

µT (Bn) .

Die übrigen Eigenschaften eines Maÿes werden von µT o�enbar erfüllt. 2

De�nition 1.6.12 Seien (Ω1 ,A1, µ) ein Maÿraum und (Ω2,A2) ein messbarer Raum, und sei T : Ω1 →
Ω2 eine messbare Abbildung. Das in Proposition 1.6.11 de�nierte Maÿ µT auf A2 wird im Folgenden auch
als Bildmaÿ bezeichnet.

Aufgabe 1.6.13 (Verteilungsfunktionen) Sei (Ω,A, µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, also µ(Ω) = 1,
und sei f : Ω→ R messbar. Die Funktion F : R→ [0, 1] mit

F (t) = µ
(
{ f(ω) ≤ t }

)
∀ t ∈ R (1.6.2)

heiÿt Verteilungsfunktion von f . Zeige dass F monoton wachsend und rechtsseitig stetig ist, und dass
F (t) → 0 für t → −∞ bzw. F (t) → 1 für t → ∞ gilt. Überlege, ob man eine solche Verteilungsfunktion
auch bei einem allgemeinen Maÿraum de�nieren kann, und ob diese dann analoge Eigenschaften hat bzw.
wo Unterschiede auftreten.

Aufgabe 1.6.14 Berechne die Verteilungsfunktion einer einfachen Funktion φ. Anleitung: Betrachte
statt der Standarddarstellung von φ besser eine derselben Form (1.5.2), wobei aber auch eine der Zahlen
cj gleich 0 sein kann, so dass dann die Mengen Aj immer eine Zerlegung von Ω ergeben, und beachte
dass dann o. B. d. A. vorausgesetzt werden kann, dass die Zahlen cj streng monoton wachsen.
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Aufgabe 1.6.15 Benutze die Eindeutigkeit der Lebesgue-Stieltjes-Maÿe um zu zeigen: Wenn (Ω,A, µ)
ein Wahrscheinlichkeitsraum, f : Ω→ R messbar, sowie F : R→ [0, 1] die zugehörige Verteilungsfunktion
ist, dann ist das durch Proposition 1.6.11 gegebene Maÿ auf R gleich dem durch F de�nierten Lebesgue-
Stieltjes-Maÿ.

De�nition 1.6.16 Eine Menge N ∈ A heiÿt Nullmenge, wenn µ(N) = 0 ist. Wenn irgend eine Aussage
A(ω) für alle ω ∈ E \ N mit einer Nullmenge N gilt, dann sagen wir dass A(ω) µ-fast überall auf E
richtig ist und schreiben A(ω) µ�f. ü. auf E; falls E = Ω ist, schreiben wir auch kürzer A(ω) µ�f. ü. Wir
sagen insbesondere dass eine Funktion f auf Ω µ�f. ü. de�niert ist, wenn es eine Nullmenge N ⊂ Ω gibt,
so dass f auf N c de�niert ist. Eine solche Funktion heiÿt messbar, falls es möglich ist, f(ω) für ω ∈ N
so zu de�nieren, dass die fortgesetzte Funktion messbar ist.

Aufgabe 1.6.17 (Messbarkeit f. ü. de�nierter Funktionen) Sei f auf Ω µ�f. ü. de�niert. Nach
De�nition gibt es dann eine Nullmenge N ⊂ Ω, so dass f auf N c de�niert ist. Zeige:

(a) Wenn f messbar ist, wenn also f(ω) für ω ∈ N so de�niert werden kann, dass die fortgesetzte
Funktion messbar ist, dann kann man o. B. d. A. setzen f(ω) = 0 für ω ∈ N .

(b) Wenn es eine Teilmenge B ⊂ N gibt, welche nicht messbar ist, dann gibt es eine Fortsetzung von
f , welche nicht messbar ist. Vergleiche hierzu auch De�nition 1.8.1.

(c) Die De�nition der Messbarkeit einer µ�f. ü. de�nierten Funktion hängt nicht von der Wahl der
Nullmenge N ab.

1.7 Einige Eigenschaften des Lebesgueschen Maÿes

Im Folgenden gehen wir von der Existenz und Eindeutigkeit des Lebesguemaÿes in Rd aus und verwenden
die Ergebnisse des letzten Abschnittes, um einige einfache Eigenschaften dieses Maÿes abzuleiten.

Satz 1.7.1 (Eigenschaften des Lebesguemaÿes) Das Lebesguemaÿ auf der Borel-Sigma-Algebra in
Rd hat folgende Eigenschaften:

(a) Das Lebesguemaÿ jeder abzählbaren Menge ist gleich Null.

(b) Eine nichtleere o�ene Menge in Rd hat positives Lebesguemaÿ.

(c) Eine beschränkte messbare Teilmenge von Rd hat endliches Lebesguemaÿ.

(d) Es gibt überabzählbare Teilmengen von R, deren Lebesguemaÿ gleich Null ist.

(e) Das Lebesguemaÿ in Rd ist translationsinvariant, d. h., für jede Lebesguemessbare Menge E ⊂ Rd
und jedes a ∈ Rd ist auch a+E Lebesguemessbar, und E und a+E haben dasselbe Lebesguemaÿ.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der Sigma-Additivität und der Tatsache, dass jede einelementige
Menge in Rd ein Intervall mit Inhalt Null ist. Die zweite ergibt sich aus Lemma 1.6.6, da jede o�ene
Menge ein nicht-leeres o�enes Intervall enthält. Die dritte folgt, da eine beschränkte Menge in einem
(beschränkten) Intervall enthalten ist. Für die nächste Aussage betrachten wir die sogenannte Cantor-
Menge: Beginnend mit dem abgeschlossenen Intervall M0 = [0, 1] konstruieren wir eine Folge (Mn)
abgeschlossener Teilmengen von R. Dabei ist jedesMn die Vereinigung von 2n disjunkten abgeschlossenen
Intervallen der Länge 3−n, und umMn+1 zu erhalten, zerlegen wir jedes Teilintervall vonMn in drei gleiche
Teile und entfernen das Innere des mittleren Drittels. Das Lebesguemaÿ von Mn ist also gleich (2/3)n,
und aus der Stetigkeit des Maÿes folgt dass der Durchschnitt M aller Mn eine Nullmenge ist. Stellt man
die reellen Zahlen als 3-adische Dezimalbrüche dar, so liegen in M genau die Zahlen, die nicht die Zi�er
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1 enthalten (und, bis auf die Zahl 1, nicht die triviale Periode 2 enthalten). Daher ist M gleichmächtig
zur Menge M0, also überabzählbar. Die letzte Aussage folgt aus der Tatsache, dass die Translation jedes
Intervalls wieder ein Intervall gleichen Inhaltes ist. Wenn wir also µa(E) = λ(a+ E) setzen, so erhalten
wir ein Maÿ auf der Borel-Sigma-Algebra, welches auf Intervallen mit dem Lebesguemaÿ übereinstimmt.
Wegen der Eindeutigkeit des Lebesguemaÿes folgt dann aber µa = λ. 2

Mit Hilfe der Translationsinvarianz kann man jetzt die weitergehende Eigenschaft der Bewegungsinvarianz
zeigen. Dazu brauchen wir folgenden Begri�:

De�nition 1.7.2 Eine Abbildung T : Rd → Rd heiÿt eine Bewegung, wenn gilt

∀ x, y ∈ Rd : ‖T (x)− T (y)‖ = ‖x− y‖ .

Die Abbildung heiÿt a�n, wenn es ein b ∈ Rd und eine d- reihige quadratische Matrix A gibt, so dass
T (x) = Ax + b für alle x ∈ Rd. Eine a�ne Abbildung ist genau dann eine Bewegung, wenn A eine
orthogonale Matrix ist.

Aufgabe 1.7.3 Zeige dass jede Bewegung immer a�n sein muss � vergleiche hierzu z. B. das Buch [5].
Benutze dies um weiter zu zeigen: Wenn a ∈ Rd ist, dann gibt es ein b ∈ Rd, so dass Ta ◦ T = T ◦ Tb ist,
wobei Ta(x) = x+ b eine Translation um den Vektor a sein soll, und entsprechend für b.

Satz 1.7.4 (Bewegungsinvarianz des Lebesguemaÿes) Für jedes feste d ∈ N bezeichne B die Borel-
Sigma-Algebra in Rd, und W = [0, e) mit e := {(1, . . . , 1) sei der d-dimensionale Einheitswürfel in Rd.
Dann gilt:

(a) Wenn µ ein translationsinvariantes Maÿ auf B ist, und wenn α := µ(W ) <∞ ist, dann ist µ(E) =
αλ(E) für alle E ∈ B.

(b) Das Lebesguemaÿ ist das einzige translationsinvariante Maÿ λ auf B mit λ(W ) = 1.

(c) Das Lebesguemaÿ ist bewegungsinvariant.

Beweis: Wenn Wn = [0, n−1e) := {(x1, . . . , xd) : 0 ≤ xj < 1/n, 1 ≤ j ≤ d} ist, wobei n ∈ N liegt, dann
istW = W1 die disjunkte Vereinigung von nd Würfeln, welche alle Translationen vonWn sind, und daher
folgt µ(Wn) = α/nd. Wenn jetzt I = [a, b) ein beliebiges nichtleeres d-dimensionales Intervall ist, dann
ist µ(I) = µ([0, b− a)), und durch Approximation �von innen� mit Vereinigungen von Translationen von
Wn und Grenz�bergang n → ∞ kann gezeigt werden, dass µ(I) = αλ(I) ist. Daraus und der De�nition
von B folgt Behauptung (a). Die zweite Behauptung ist o�enbar eine Konsequenz der ersten. Um (c) zu
zeigen, sei eine beliebige Bewegung T gegeben, und für jedes E ∈ B sei λT (E) := λ(T−1(E)), also das
zugehörige Bildmaÿ. Von diesem Maÿ zeigt man mit Aufgabe 1.7.3 sehr leicht die Translationsinvarianz,
und dann gibt es nach (a) ein α ∈ R+ mit λT = αλ. Wenn jetzt aber E die Einheitskugel in Rd ist, dann
sieht man, dass T diese auf eine Translation von E abbildet, so dass λT (E) = λ(E) ist, und daher muss
α = 1 sein. 2

Wünschenswert wäre es, wenn das Lebesguemaÿ für alle Teilmengen von Rd de�nierbar wäre; dass dies
nicht möglich ist, zeigt die folgende Proposition:

Proposition 1.7.5 Sei µ ein auf der Potenzmenge P(Rd) de�niertes translationsinvariantes Maÿ. Dann
sind entweder alle beschränkten Mengen Nullmengen, oder jede Menge mit nichtleerem Inneren hat un-
endliches Maÿ.

Beweis: Sei I = [0, 1]d der abgeschlossene d-dimensionale Einheitswürfel. Für x = (x1, . . . , xd), y =
(y1, . . . , yd) ∈ I de�nieren wir durch

x ∼ y ⇐⇒ x1 − y1 ∈ Q
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eine Äquivalenzrelation auf I. Mit Hilfe des Auswahlaxioms können wir aus jeder Äquivalenzklasse einen
Repräsentanten auswählen, und wir bezeichnen mit E die Menge aller so erhaltenen Repräsentanten.
Wenn I2 = [−1, 2]× Id−1 ist, folgt

I ⊂
⋃

q∈Q∩[−1,1]

(q e1 + E) ⊂ I2 ,

wobei e1 der erste Einheitsvektor ist. Da die Mengen q e1 + E paarweise disjunkt sind, folgt mit der
Sigma-Additivität und der Translationsinvarianz von µ, dass

µ(I) ≤
∑

q∈Q∩[−1,1]

(q e1 + E) =
∑

q∈Q∩[−1,1]

µ(E) ≤ µ(I2) .

Falls µ(E) = 0 ist, folgt hieraus µ(I) = 0, und im anderen Fall ergibt sich µ(I2) =∞. Wenn man erneut
die Sigma-Additivität und Translationsinvarianz von µ benutzt, folgt die Behauptung. 2

1.8 Vervollständigung von Maÿen

De�nition 1.8.1 Die Sigma-Algebra A heiÿt vollständig, falls jede Teilmenge einer Nullmenge N ∈ A
wieder zu A gehört. Dies ist nicht immer der Fall; z. B. kann man zeigen, dass die Borel�Sigma�Algebra
nicht vollständig ist. Die von den Mengen A ∈ A und allen Teilmengen Z ⊂ N , mit µ(N) = 0, erzeugte
Sigma-Algebra Av heiÿt die Vervollständigung von A. Es ist nicht o�ensichtlich, soll aber jetzt gezeigt
werden, dass Av vollständig ist.

Lemma 1.8.2 Genau dann ist A ⊂ Av, wenn eine der beiden äquivalenten Aussagen erfüllt ist:

(a) Es gibt ein B ∈ A und eine Nullmenge N ∈ A, so dass A = B ∪ Z ist, für ein Z ⊂ N .

(b) Es gibt ein B ∈ A und eine Nullmenge N ∈ A, so dass A = (B ∪ Z1) \ Z2 ist, für Z1, Z2 ⊂ N .

Beweis: Klar ist, dass aus (a) die Aussage (b) folgt, denn wir können Z1 = Z und Z2 = ∅ setzen. Wenn
umgekehrt (b) erfüllt ist, dann folgt

A =
(
B ∪ Zc2

)
∪
(
Z1 \ Z2

)
=
(
B \N

)
∪
(
B ∩ (N \ Z2)

)
∪
(
Z1 \ Z2

)
= C ∪ Z ,

mit C = B \N ∈ A und Z ⊂ N . Also gilt (a). Sei jetzt A′ die Familie aller Mengen A, welche (a) erfüllen.
Nach De�nition von Av folgt A′ ⊂ Av. Wir wollen zeigen, dass A′ eine Sigma-Algebra ist, und wenn dies
so ist, dann muss A′ = Av sein, da Av die kleinste Sigma-Algebra ist, welche alle Mengen der Form (a)
enthält. O�enbar erfüllt A′ das Axiom (A1), denn wir können ja A = Ω und Z = ∅ wählen. Wenn ein A
die Eigenschaft (a) hat (also in A′ liegt), dann ist Ac = Bc ∩ Zc = Bc \ Z und erfüllt somit (b) für Bc

an Stelle von B und Z1 = ∅, Z2 = Z. Da (b) und (a) äquivalent sind, folgt Ac ∈ A′. Seien jetzt An ∈ A′,
also An = Bn ∪ Zn, mit Bn ∈ A, Zn ⊂ Nn ∈ A und µ(Nn) = 0, für alle n ∈ N. Dann folgt

A :=

∞⋃
n=1

An = B ∪ Z , B =

∞⋃
n=1

Bn , Z =

∞⋃
n=1

Zn ⊂
∞⋃
n=1

Nn := N .

Weil µ(N) ≤
∑
n µ(Nn) = 0 ist, folgt A ∈ A′. Das war zu zeigen. 2

Aufgabe 1.8.3 (Vollständigkeit von Av) Benutze das letzte Lemma, um die Vollständigkeit von Av
zu zeigen.
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Aufgabe 1.8.4 (Wohlde�niertheit der Maÿfortsetzung) Seien A1, A2 ∈ Av, also von der Form
Aj = Bj ∪ Zj, Zj ⊂ Nj, mit Bj ∈ A und Nullmengen Nj ∈ A. Gib ein Beispiel dafür, dass A1 = A2

gelten kann, obwohl B1 6= B2 ist. Zeige aber: Wenn A1 = A2 ist, dann folgt µ(B1) = µ(B2).

Aufgabe 1.8.5 (Fortsetzung des Maÿes auf Av) Sei A ∈ Av, also von der Form A = B∪Z, Z ⊂ N ,
mit B ∈ A und einer Nullmenge N ∈ A. Wegen der vorangegangenen Aufgabe können wir de�nieren
µv(A) = µ(B). Zeige dass dadurch ein Maÿ auf Av gegeben ist, und dass für A ∈ A folgt µv(A) = µ(A).
Also ist µv die Fortsetzung von µ auf Av. Zeige weiter, dass es nur eine solche Fortsetzung von µ auf Av
gibt.

Da wir im Allgemeinen auf Ω zwei unterschiedliche Sigma-Algebren A und Av haben, stellt sich die Frage,
inwieweit sich die Begri�e der A- bzw. Av-Messbarkeit von Funktionen unterscheiden. Dazu zeigen wir
das folgende Resultat:

Proposition 1.8.6

(a) Zu jedem f ∈M(Ω,Av) gibt es ein g ∈M(Ω,A) so, dass f(ω) = g(ω) µ�f. ü.

(b) Ist f ∈M(Ω,A), und ist g(ω) = f(ω) µ�f. ü., so folgt g ∈M(Ω,Av).

Beweis: Zu (a): Für q ∈ Q sei Aq = {f(ω) > q}. Wegen der Av-Messbarkeit von f ist diese Menge in
Av, und daher gibt es ein Bq ∈ A und eine Nullmenge Nq ∈ A mit Aq = Bq ∪Zq, wobei Zq ⊂ Nq ist. Da
Q abzählbar ist, folgt dass die Vereinigung aller Nq eine Nullmenge N ∈ A ist. Wenn wir g(ω) = f(ω)
für ω 6∈ N bzw. g(ω) = 0 für ω ∈ N setzen, gilt für q < 0:

{g(ω) > q} = Aq ∪N = Bq ∪N ∈ A ,

während für q ≥ 0 folgt
{g(ω) > q} = Aq \N = Bq \N ∈ A .

Wegen Aufgabe 1.3.5 folgt g ∈M(Ω,A). Zu (b): Sei N ∈ A eine Nullmenge, sodass f(ω) = g(ω) für alle
ω 6∈ N ist. Dann gilt für alle α ∈ R

{g(ω) > α} =
(
{f(ω) > α} \N

)
∪ Zα ,

mit einer Teilmenge Zα ⊂ N . Daraus folgt die Behauptung. 2

De�nition 1.8.7 (Lebesgue-Sigma-Algebra und Lebesguemaÿ) Die Vervollständigung der Borel-
Sigma-Algebra B heiÿt die Lebesgue-Sigma-Algebra auf Rd und soll im Folgenden mit L bezeichnet sein.
Der Einfachheit halber wird die Fortsetzung des Lebesguemaÿes λ ebenfalls mit dem Buchstaben λ be-
zeichnet und ebenfalls Lebesguemaÿ genannt.
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Kapitel 2

Das Lebesgue-Integral

Wir wollen jetzt schrittweise de�nieren, was wir unter dem Symbol
∫
A
f dµ verstehen. In jedem Fall ist∫

A
f dµ eine reelle Zahl oder ±∞, und wir nennen sie Integral von f über die Menge A. Wenn A = Ω

ist, schreiben wir oft auch kurz nur
∫
f dµ � beachte aber, dass wir in dieser Vorlesung immer bestimmte

Integrale betrachten, sodass
∫
f dµ niemals eine Stammfunktion von f bezeichnet. Es ist auch allgemein

garnicht möglich, für eine beliebige Grundmenge Ω die Ableitung einer Funktion f : Ω→ R zu de�nieren,
da nicht klar ist, was in diesem Fall ein Di�erenzenquotient bzw. sein Grenzwert bedeuten soll.

2.1 Das Integral nicht negativer Funktionen

De�nition 2.1.1 Für eine einfache Funktion φ ∈M+(Ω,A), die dann per De�nition nicht ∞ als Wert
annimmt, de�nieren wir das Integral von φ über Ω als∫

Ω

φ dµ :=

n∑
j=1

cj µ(Aj) ,

wobei die nicht-negativen Zahlen cj und die Mengen Aj wie in der Standarddarstellung (1.5.2) gewählt
sind. Im Falle dass eine der Zahlen µ(Aj) gleich∞ ist, ist natürlich auch das Integral unendlich. Beachte,
dass in unserer De�nition der Standarddarstellung alle cj echt positiv sind, während z. B. im Buch von
H. Bauer [3] auch ein cj = 0 auftreten kann. In diesem Fall ist ggf. die Konvention 0∞ = 0 zu beachten,
und daher kann ein solcher Term immer weggelassen werden.

Für jedes A ∈ A und jede einfache Funktion φ ∈ M+(Ω,A) ist o�enbar χA φ wieder eine einfache
Funktion inM+(Ω,A); dies wird im nächsten Lemma verwendet.

Lemma 2.1.2 Für einfache Funktionen φ, ψ ∈ M+(Ω,A) und eine Konstante c ≥ 0 gilt immer, dass
φ+ ψ und c φ ebenfalls einfache Funktionen inM+(Ω,A) sind, und∫

Ω

(φ+ ψ) dµ =

∫
Ω

φdµ +

∫
Ω

ψ dµ ,

∫
Ω

(c φ) dµ = c

∫
Ω

φdµ .

Weiter ist die Abbildung µφ : A → R, gegeben durch

µφ(A) =

∫
Ω

φχA dµ ∀ A ∈ A

ein Maÿ auf (Ω,A).
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Beweis: Seien φ =
∑n
j=1 aj χAj bzw. ψ =

∑m
k=1 bk χBk die Standarddarstellungen von φ bzw. ψ, und

seien noch A0 = {ω : φ(ω) = 0}, B0 = {ω : ψ(ω) = 0}. Dann folgt

Ω =

n⋃
j=0

Aj =

m⋃
k=0

Bk , φ =

n∑
j=0

aj

m∑
k=0

χAj∩Bk , ψ =

n∑
j=0

m∑
k=0

bk χAj∩Bk .

Mit der Integralde�nition und der Sigma-Additivität von µ folgt weiter∫
Ω

φdµ =

n∑
j=0

aj

m∑
k=0

µ(Aj ∩Bk) ,

∫
Ω

ψ dµ =

n∑
j=0

m∑
k=0

bk µ(Aj ∩Bk) .

Wenn c1, . . . , cp die von Null verschiedenen Elemente der Menge {aj + bk} sind, und wenn wir

Cν =
⋃

aj+bk=cν

(Aj ∩Bk) ν = 1, . . . , p

setzen, dann ist

φ + ψ =

p∑
ν=1

cν χCν ,

und dies ist die Standarddarstellung der Summe. Daher gilt∫
Ω

(φ + ψ) dµ =

p∑
ν=1

cν µ(Cν) =

n∑
j=0

m∑
k=0

(aj + bk)µ(Aj ∩Bk) =

∫
Ω

φdµ +

∫
Ω

ψ dµ .

Die zweite Regel ist o�enbar richtig, so dass nur noch die Maÿeigenschaften von µφ zu zeigen sind. Dass die
Axiome (M1) und (M2) erfüllt sind, ist klar nach der De�nition. Für den Nachweis der Sigma-Additivität
betrachten wir paarweise disjunkte Mengen Em ∈ A, mit m ∈ N, und setzen E = ∪∞m=1Em. Dann folgt
mit Hilfe von Aufgabe 1.5.2 und der Sigma�Additivität von µ, dass∫

Ω

φχE dµ =

n∑
j=1

aj µ(E ∩Aj) =

n∑
j=1

aj

∞∑
m=1

µ(Em ∩Aj) =

∞∑
m=1

n∑
j=1

aj µ(Em ∩Aj) =

∞∑
m=1

∫
Ω

φχEm dµ .

Das war zu zeigen! 2

Bemerkung 2.1.3 Aus den obigen Rechenregeln folgt sofort: Sind φ, ψ ∈ M+(Ω,A) einfach, und gilt
φ ≤ ψ, d. h., φ(ω) ≤ ψ(ω) für alle ω ∈ Ω, so ist

∫
φdµ ≤

∫
ψ dµ, weil nämlich η = ψ − φ ∈ M+(Ω,A)

ist, und daher ist
∫
η dµ ≥ 0, und ∫

ψ dµ =

∫
φdµ +

∫
η dµ .

Dies rechtfertigt die nun folgende De�nition von Integralen beliebiger Funktionen f ∈M+(Ω,A).

De�nition 2.1.4 Für eine beliebige Funktion f ∈M+(Ω,A) sei
∫
f dµ = sup

∫
φdµ, wobei das Supre-

mum über alle einfachen Funktionen φ ∈ M+(Ω,A) mit φ ≤ f erstreckt wird. Der Wert
∫
f dµ, welcher

auch ∞ sein kann, heiÿt das Integral von f über Ω bezüglich des Maÿes µ. Für irgendeine Menge A ∈ A
ist o�enbar fχA ∈M+(Ω,A), und wir de�nieren∫

A

f dµ =

∫
f χA dµ

als das Integral von f über A bezüglich des Maÿes µ, oder kürzer als das Integral von f über A. Beachte,
dass aus der vorangegangenen Bemerkung geschlossen werden kann, dass im Falle einer einfachen Funk-
tion f die hier gegebene De�nition des Integral gleich der vorangegangenen ist. Vergleiche zur Motivation
dieser De�nition auch Lemma 1.5.3 und den noch folgenden Satz über die monotone Konvergenz.

21



Bemerkung 2.1.5 Die folgenden Eigenschaften des Integrals ergeben sich unmittelbar aus der De�niti-
on:

(a) Aus f, g ∈M+(Ω,A) und f ≤ g folgt
∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

(b) Aus f ∈M+(Ω,A), A,B ∈ A und A ⊂ B folgt
∫
A
f dµ ≤

∫
B
f dµ.

Wir sagen auch, dass das Integral sowohl im Integranden als auch im Integrationsbereich monoton ist.

Aufgabe 2.1.6 (Integrale als Reihen) Seien Ω = N, A = P(N), und µ das Zählmaÿ. Eine Funktion
f auf N ist also eigentlich eine Zahlenfolge (fj). Zeige: Das Integral von f über N, wobei hier f ≥ 0 sein
soll, ist in diesem Fall genau gleich dem Wert der unendlichen Reihe

∑
j fj.

2.2 Der Satz von Beppo-Levi und das Fatousche Lemma

Der folgende Satz ist einer von zwei zentralen Sätzen zur Vertauschung von Grenzwert und Integral.
Dabei ist wichtig zu beachten, dass er nur bei sogenannter monotoner Konvergenz anwendbar ist, und
dass der Grenzwert der Integrale auch unendlich sein kann!

Satz 2.2.1 (Satz von Beppo-Levi über monotone Konvergenz) Gegeben sei eine Folge (fn) von
Funktionen aus M+(Ω,A), sodass für alle ω ∈ Ω die Wertefolge (fn(ω)) monoton wächst. Dann ist die
Grenzfunktion f , de�niert durch f(ω) = limn→∞ fn(ω), inM+(Ω,A), und es gilt∫

f dµ = lim
n→∞

∫
fn dµ .

Beweis: Nach Lemma 1.3.6 ist die Grenzfunktion f messbar, also inM+(Ω,A). Da für alle n ∈ N gilt
fn ≤ f , folgt auch

∫
fn dµ ≤

∫
f dµ. Sei jetzt 0 < α < 1, und sei φ ∈ M+(Ω,A) eine einfache Funktion

mit φ ≤ f , sowie

An = { fn(ω) ≥ αφ(ω) } = { fn(ω)− αφ(ω) ≥ 0 } ∀ n ∈ N .

Nach De�nition der Messbarkeit sind alle An ∈ A, und wegen der Monotonie der (fn(ω)) folgt An ⊂ An+1.
Aus der Konvergenz gegen f(ω) folgt weiter Ω = ∪nAn. Schlieÿlich folgt

µαφ(An) :=

∫
An

αφdµ ≤
∫
An

fn dµ ≤
∫

Ω

fn dµ ≤
∫
f dµ .

Wegen Lemma 2.1.2 ist µαφ ein Maÿ auf A, und daher folgt mit Lemma 1.6.8

lim
n→∞

∫
An

αφdµ = lim
n→∞

µαφ(An) = µαφ(Ω) =

∫
Ω

αφdµ .

Die Folge der Integrale der fn wächst monoton und daher existiert ihr Grenzwert, ist aber evtl. gleich
∞. Daher folgt ∫

Ω

αφdµ = α

∫
Ω

φdµ ≤ lim
n→∞

∫
Ω

fn dµ =: I .

Lässt man jetzt α→ 1− konvergieren, so folgt
∫
φdµ ≤ I, und da φ eine beliebige einfache Funktion mit

φ ≤ f ist, folgt nach der Integralde�nition, dass
∫
f dµ ≤ I sein muss. Daraus folgt die Behauptung. 2
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Aufgabe 2.2.2 In Aufgabe 2.1.6 wurde klar, dass unendliche Reihen mit positiven Gliedern als Integrale
auf einem speziellen Maÿraum aufgefasst werden können. Formuliere den Satz von Beppo-Levi für diesen
Maÿraum als einen Satz über unendliche Reihen.

Der Satz von Beppo�Levi hat die folgenden wichtigen Konsequenzen:

Korollar 1 zu Satz 2.2.1 Für f, g ∈M+(Ω,A) und c ≥ 0 sind c f, f + g ∈M+(Ω,A), und es gilt∫
c f dµ = c

∫
f dµ ,

∫
(f + g) dµ =

∫
f dµ +

∫
g dµ .

Beweis: Nach Lemma 1.5.3 gibt es monoton wachsende Folgen (φn) und (ψn) von einfachen Funktionen,
welche gegen f bzw. g konvergieren. Dann sind aber auch (c φn) und (φn+ψn) monoton wachsende Folgen
einfacher Funktionen mit den Grenzwerten c f bzw. f + g, und die Behauptung folgt aus dem Satz von
Beppo-Levi bzw. dem ersten Teil von Lemma 2.1.2. 2

Korollar 2 zu Satz 2.2.1 Für jedes feste f ∈M+(Ω,A) ist µf : A → R, de�niert durch

µf (A) =

∫
A

f dµ ∀ A ∈ A ,

ein Maÿ auf der Sigma-Algebra A, und es gilt

µf (A) =

∫
A

f dµ = 0 ⇐⇒ f(ω) = 0 µ�f. ü. auf A .

Beweis: Die Axiome (M1) und (M2) sind o�ensichtlich erfüllt. Für den Nachweis der Sigma-Additivität
seien Ak ∈ A paarweise disjunkt, und seien fn :=

∑
k≤n fχAk für alle n ∈ N. Die Folge (fn) strebt

monoton wachsend gegen fχA, mit A := ∪Ak, und deshalb folgt mit Satz 2.2.1 dass

∞∑
k=1

µf (Ak) = lim
n→∞

n∑
k=1

∫
f χAk dµ = lim

n→∞

∫
fn dµ =

∫
A

f dµ = µf (A)

ist. Sei jetzt A ∈ A beliebig gegeben. Für n ∈ N sei An = {f(ω)χA ≥ 1/n}, dann folgt An ⊂ A und
µf (A) =

∫
f χA dµ ≥ µ(An)/n. Falls µf (A) = 0 ist, folgt also µ(An) = 0, und daher ist µ(∪nAn) ≤∑

n µ(An) = 0. Also gilt f(ω) = 0 µ�f. ü.auf A. Für den Beweis der Rückrichtung sei jetzt f(ω) = 0
µ�f. ü.auf A vorausgesetzt. Wenn φ ∈ M+(Ω,A) eine einfache Funktion mit φ ≤ f ist, dann folgt
auch φ(ω) = 0 µ�f. ü.auf A. In der Standarddarstellung (1.5.2) von φ müssen also alle Aj so sein, dass
µ(Aj ∩A) = 0 ist. Daraus folgt aber

∫
A
φdµ = 0, und daher ist nach De�nition des Integrales klar, dass∫

A
f dµ = µf (A) = 0 sein muss. 2

Korollar 3 zu Satz 2.2.1 Gegeben sei eine Folge (fn) von Funktionen aus M+(Ω,A), sodass für alle
ω ∈ Ω die Wertefolge (fn(ω)) monoton wächst. Sei weiter f ∈M+(Ω,A) so, dass f(ω) = limn→∞ fn(ω)
µ�f. ü.gilt. Dann folgt ∫

f dµ = lim
n→∞

∫
fn dµ .

Beweis: Sei f̃(ω) = limn→∞ fn(ω) für alle ω ∈ Ω. Dann ist f(ω) = f̃(ω) µ�f. ü., und daher folgt aus
Korollar 2.2 dass

∫
f dµ =

∫
f̃ dµ ist. Mit dem Satz von Beppo�Levi folgt dann die Behauptung. 2
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Korollar 4 zu Satz 2.2.1 Für jede Folge (gk) von Funktionen ausM+(Ω,A) gilt immer∫ ( ∞∑
k=1

gk

)
dµ =

∞∑
k=1

( ∫
gk dµ

)
.

Beweis: Wende den Satz von Beppo�Levi auf die Folge der Partialsummen fn :=
∑n

1 gk an! 2

Aufgabe 2.2.3 Leite aus dem letzten Korollar einen Satz für Doppelreihen ab.

Auch der nächste Satz ist eine Konsequenz des Satzes von Beppo�Levi:

Satz 2.2.4 (Lemma von Fatou) Für jede Folge (fn) von Funktionen ausM+(Ω,A) gilt immer∫
lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fn dµ .

Beweis: Seien gm ∈M+(Ω,A) de�niert durch

gm(ω) = inf
n≥m

fn(ω) ∀ ω ∈ Ω ∀ m ∈ N .

Wegen Lemma 1.3.6 folgt, dass alle gm in der Tat inM+(Ω,A) sind, und es gilt
∫
gm dµ ≤

∫
fn dµ für alle

n ≥ m, also insbesondere ist
∫
gm dµ ≤ lim inf

∫
fn dµ. Für jedes ω ∈ Ω ist die Folge (gm(ω)) monoton

wachsend und strebt nach Aufgabe 1.3.4 gegen f(ω) := lim inf fn(ω). Daher folgt die Behauptung aus
dem Satz von Beppo�Levi. 2

2.3 Das Integral beliebiger messbarer Funktionen

De�nition 2.3.1 Eine Funktion f ∈M(Ω,A) heiÿt integrierbar (über Ω), falls f+ und f−, de�niert in
De�nition 1.2.9, beide ein endliches Integral haben, also falls

∫
f± dµ < ∞ sind. In diesem Fall setzen

wir ∫
f dµ =

∫
f+ dµ −

∫
f− dµ .

Falls für A ∈ A die Funktion f χA integrierbar ist, nennen wir f über A integrierbar und setzen∫
A

f dµ =

∫
f χA dµ =

∫
A

f+ dµ −
∫
A

f− dµ .

Mit L(Ω,A, µ) bezeichnen wir die Menge aller über Ω integrierbaren Funktionen aus M(Ω,A), welche
nur Werte in R annehmen, d. h., welche nicht ±∞ als Werte haben. Beachte, dass der Buchstabe L hier
nichts mit der Lebesgue-Sigma-Algebra in Rn zu tun hat. Vergleiche die folgende Bemerkung um zu sehen,
dass die letzte Eigenschaft in gewissem Sinne keine Einschränkung bedeutet; sie ist aber notwendig um
sicherzustellen, dass die Menge L(Ω,A, µ) ein Vektorraum ist.

Bemerkung 2.3.2 Ist f ∈ M(Ω,A) integrierbar, so folgt dass N1 = {f(ω) = ∞} und N2 = {f(ω) =
−∞} zwei Nullmengen sind. Daher können wir f auf N1 ∪N2 neu de�nieren, ohne das Integral von f zu
verändern, und dadurch erreichen, dass alle Werte von f reelle Zahlen sind.
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Aufgabe 2.3.3 (Majorantenkriterium) Zeige: Wenn f messbar und g ∈ L(Ω,A, µ) ist, und wenn
|f(ω)| ≤ g(ω) ist für alle ω ∈ Ω, dann folgt f ∈ L(Ω,A, µ). Das bedeutet, dass für die Integrierbarkeit
ein Majorantenkriterium gilt.

Aufgabe 2.3.4 Betrachte den speziellen Maÿraum aus Aufgabe 2.1.6. In diesem entsprechen Integrale
o�enbar unendlichen Reihen. Finde heraus, in welchem Sinn eine Reihe konvergieren muss, damit sie
einer integrierbaren Funktion in diesem Raum entspricht.

Lemma 2.3.5 Für jedes feste f ∈ L(Ω,A, µ) ist die Abbildung µf : A → R, de�niert durch

µf (A) =

∫
A

f dµ ∀ A ∈ A ,

eine sigma-additive Mengenfunktion; d. h. für alle Folgen von paarweise disjunkten Mengen An ∈ A gilt
für A := ∪nAn

µf (A) =

∞∑
n=1

µf (An) , d. h.
∫
A

f dµ =

∞∑
n=1

∫
An

f dµ ,

wobei die rechts stehenden Reihen absolut konvergieren.

Beweis: Aus der De�nition des Integrals folgt µf = µf+ − µf− , und nach Korollar 2 zu Satz 2.2.1
sind µf± zwei Maÿe und insbesondere Sigma�additiv. Die absolute Konvergenz der Reihe folgt, da die
Vereinigung der An nicht von der Numerierung der Mengen abhängt und somit die Reihe unbedingt
konvergent ist, was nach Analysis I zur absoluten Konvergenz äquivalent ist. 2

Proposition 2.3.6 Genau dann ist f ∈ L(Ω,A, µ), wenn |f | ∈ L(Ω,A, µ) ist, und in diesem Fall gilt∣∣∣ ∫ f dµ
∣∣∣ ≤ ∫

|f | dµ .

Beweis: Nach De�nition ist f ∈ L(Ω,A, µ) genau dann, wenn f+, f− ∈ L(Ω,A) sind, und dann folgt
|f | ∈ L(Ω,A, µ) aus dem Korollar 1 zu Satz 2.2.1. Umgekehrt folgt aus |f | ∈ L(Ω,A, µ) mit Bemer-
kung 2.1.5 dass f+, f− ∈ L(Ω,A, µ) sind. Aus der De�nition des Integrals von f und der Dreiecksunglei-
chung folgt der Rest der Behauptung. 2

Aufgabe 2.3.7 Zeige dass L(Ω,A, µ) unter den üblichen Verknüpfungen von Funktionen ein Vektorraum
über R ist, und dass das Integral ein lineares Funktional auf L(Ω,A, µ) im Sinn der linearen Algebra ist.

Aufgabe 2.3.8 Zeige dass jede messbare Funktion f über jede Nullmenge N integrierbar ist, und dass
immer

∫
N
f dµ = 0 gilt.

De�nition 2.3.9 Analog zur Messbarkeit nennen wir eine µ�f. ü. auf Ω de�nierte Funktion f integrier-
bar auf Ω, falls es möglich ist, f(ω) für ω aus einer Nullmenge so zu de�nieren, dass die fortgesetzte
Funktion integrierbar ist.

Aufgabe 2.3.10 (Integrierbarkeit f. ü. de�nierter Funktionen) Sei die Funktion f auf Ω µ�f. ü.
de�niert. Nach De�nition gibt es dann eine Nullmenge N ⊂ Ω, so dass f auf N c de�niert ist. Zeige:

(a) Wenn f integrierbar ist, wenn also f(ω) für ω ∈ N so de�niert werden kann, dass die fortgesetzte
Funktion integrierbar ist, dann kann man o. B. d. A. setzen f(ω) = 0 für ω ∈ N , und das Integral
ist von der Wahl der Fortsetzung unabhängig.
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(b) Wenn es eine Teilmenge B ⊂ N gibt, welche nicht messbar ist, dann gibt es eine Fortsetzung von
f , welche nicht messbar und damit auch nicht integrierbar ist.

(c) Die De�nition der Integrierbarkeit und das Integral einer µ�f. ü. de�nierten Funktion hängen nicht
von der Wahl der Nullmenge N ab.

2.4 Der Satz von Lebesgue über dominierte Konvergenz

Satz 2.4.1 (Lebesguescher Satz über dominierte Konvergenz) Seien fn, f ∈M(Ω,A), und gelte

lim
n→∞

fn(ω) = f(ω) µ�f. ü.

Falls zusätzlich ein g ∈ L(Ω,A, µ) existiert mit |fn(ω)| ≤ g(ω) für alle n ∈ N und alle ω ∈ Ω, dann folgt
fn, f ∈ L(Ω,A, µ), und es gilt ∫

f dµ = lim
n→∞

∫
fn dµ .

Beweis: Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass die Folge (fn(ω)) für alle ω ∈ Ω gegen f(ω)
konvergiert; andernfalls kann man die Funktionen auf einer (von n unabhängigen) NullmengeN abändern.
Dann ist auch |f(ω)| ≤ g(ω) für alle ω ∈ Ω, und aus Aufgabe 2.3.3 folgt fn, f ∈ L(Ω,A, µ). Setzt man
jetzt g±n = g ± fn, so folgt g±n ∈M+(Ω,A). Mit dem Fatouschen Lemma folgt∫

g dµ ±
∫
f dµ =

∫
lim
n→∞

g±n dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
g±n dµ =

∫
g dµ + lim inf

n→∞

(
±
∫
fn dµ

)
.

Dies impliziert aber wegen lim inf(−
∫
fn dµ) = − lim sup

∫
fn dµ die Ungleichungskette∫

f dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fn dµ ≤ lim sup

n→∞

∫
fn dµ ≤

∫
f dµ ,

woraus die Behauptung folgt. 2

Der Lebesguesche Satz hat die folgenden wichtigen Anwendungen:

Lemma 2.4.2 (Stetigkeit von Parameterintegralen) Sei I ⊂ Rd ein beliebiges Intervall, sei x0 ∈ I,
und sei f : I × Ω→ R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) Für alle x ∈ I ist f(x, ·) integrierbar über Ω.

(b) Für alle ω ∈ Ω ist f(·, ω) stetig in x0.

(c) Es gibt eine über Ω integrierbare Funktion g : Ω→ R+ mit |f(x, ω)| ≤ g(ω) für alle (x, ω) ∈ I ×Ω.

Dann ist die durch das Parameterintegral

h(x) :=

∫
Ω

f(x, ·) dµ ∀ x ∈ I

de�nierte Funktion stetig in xo.

Beweis: Sei (xn) eine Folge in I, welche gegen x0 konvergiert. Durch Anwendung des Lebesgueschen
Satzes auf fn := f(xn, ·) folgt dass h(xn) gegen h(x0) strebt, wenn n → ∞ geht. Daraus folgt die
Behauptung. 2
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Lemma 2.4.3 (Di�erentiation von Parameterintegralen) Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall, sei x0 ∈
I, und sei f : I × Ω→ R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(a) Für alle x ∈ I ist f(x, ·) integrierbar über Ω.

(b) Für alle ω ∈ Ω ist f(·, ω) di�erenzierbar auf I.

(c) Es gibt eine über Ω integrierbare Funktion g : Ω→ R+ mit |fx(x, ω)| ≤ g(ω) für alle (x, ω) ∈ I×Ω.
Dabei ist fx die partielle Ableitung von f nach x.

Dann ist die durch das Parameterintegral

h(x) :=

∫
Ω

f(x, ·) dµ ∀ x ∈ I

de�nierte Funktion auf I di�erenzierbar, und es gilt

h′(x) :=

∫
Ω

fx(x, ·) dµ ∀ x ∈ I .

Beweis: Sei x0 ∈ I, und sei (xn) eine Folge in I, welche gegen x0 konvergiert, wobei alle xn 6= x0 seien.
Dann ist die Funktionenfolge (fn) mit

fn(ω) :=
f(xn, ω)− f(x0, ω)

xn − x0
∀ n ∈ N , ω ∈ Ω

integrierbar und punktweise konvergent gegen fx(x0, ω). Mit dem Mittelwertsatz folgt für jedes feste
ω ∈ Ω und jedes n ∈ N die Existenz eines ξ (abhängig von ω und n), so dass fn(ω) = fx(ξ, ω) ist.
Nach Voraussetzung folgt hieraus |fn(ω)| ≤ g(ω) für alle ω ∈ Ω, und durch Anwendung des Satzes von
Lebesgue folgt die Behauptung. 2

2.5 Integration bezüglich eines Bildmaÿes

Satz 2.5.1 Mit den Bezeichnungen wie in De�nition 1.6.12 gilt: Wenn f ∈ L(Ω2,A2, µT ) ist, dann ist
f ◦ T ∈ L(Ω1,A1, µ), und ∫

Ω2

f dµT =

∫
Ω1

f ◦ T dµ .

Beweis: Sei zunächst eine einfache Funktion φ in der Standarddarstellung (1.5.2) betrachtet. Dann ist
φ ◦ T wiederum einfach und hat die Standarddarstellung

∑
j cj χBj , mit Bj = T−1(Aj). Nach De�nition

von µT folgt µ(Bj) = µT (Aj), und daher gilt die Behauptung des Satzes für f = φ. Wenn jetzt f eine
nicht-negative Funktion ist, dann gilt das gleiche auch für f ◦T , und nach De�nition sind beide Integrale
gleich dem Supremum der Integrale einfacher Funktionen, welche punktweise unterhalb von f bzw. f ◦ T
liegen. Nach dem bereits bewiesenen folgt daher die Behauptung für ein solches f . Wenn jetzt f = f+−f−
integrierbar ist, dann ist f ◦ T = f+ ◦ T − f− ◦ T , und hieraus folgt mit der Integralde�nition dass die
Behauptung auch für ein allgemeines f gilt. 2

De�nition 2.5.2 Sei (Ω,A, µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein f ∈M(Ω,R) heiÿt dann auch Zufalls-
variable auf Ω. Falls f integrierbar ist, dann heiÿt

∫
Ω
f dµ der Erwartungswert von f .
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Korollar zu Satz 2.5.1 Sei (Ω,A, µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei f ∈M(Ω,R) eine integrier-
bare Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F , sowie λF das durch F de�nierte Lebesgue-Stieltjes-Maÿ
auf R. Dann gilt ∫

Ω

f dµ =

∫
R
id dλF ,

wobei id die identische Abbildung auf R bezeichnet.

Beweis: Nach Aufgabe 1.6.15 ist λF gleich dem Bildmaÿ der Funktion f , und deshalb folgt die Behaup-
tung, wenn man im Satz 2.5.1 T durch f bzw. f durch id ersetzt. 2

Bemerkung 2.5.3 In Analysis und Wahrscheinlichkeitsrechnung verwendet man statt
∫
R id dλF meis-

tens die suggestivere Schreibweise ∫ ∞
−∞

t dF (t) .

Es gilt auch allgemeiner für beliebiges reelles p ≥ 1 und ein f mit |f |p ∈M(Ω,R) die Gleichung∫
Ω

|f |p dµ =

∫ ∞
−∞
|t|p dF (t) .

Zum Beweis ersetzt man in Satz 2.5.1 die Abbildung T durch f bzw. f durch |id|p.

2.6 Vergleich von Riemann- und Lebesgue-Integral

In diesem Abschnitt betrachten wir die Lebesgue-Sigma-Algebra und das Lebesguemaÿ λ in R, und nennen
das zugehörige Integral auch das Lebesgue-Integral. Wir wollen zeigen dass jede Riemann-integrierbare
Funktion auch Lebesgue-integrierbar ist, und dass die Integrale übereinstimmen. Dabei ist wichtig zu
beachten, dass wir keine uneigentlichen Riemann-Integrale betrachten!

Proposition 2.6.1 Sei I = [a, b], mit a < b, und sei f auf I Riemann-integrierbar. Dann ist f auch
Lebesgue-integrierbar auf I, und beide Integrale haben denselben Wert.

Beweis: Zu jeder Zerlegung a = x0 < x1 < . . . < xN = b von I de�nieren wir zwei Treppenfunktionen
φ und ψ durch φ(a) = ψ(a) = f(a) bzw.

φ(x) = mj := inf
xj−1≤ξ≤xj

f(ξ) , ψ(x) = Mj := sup
xj−1≤ξ≤xj

f(ξ) für xj−1 < x ≤ xj (1 ≤ j ≤ N) .

Dann sind φ, ψ einfache Funktionen mit φ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x) für alle x ∈ I, und
∫
I
φdλ bzw.

∫
I
ψ dλ

ist die zur Zerlegung gehörige Unter- bzw. Obersumme von f . Wenn wir eine zulässige Folge von Zer-
legungen betrachten, enthalten wir zwei entsprechende Funktionenfolgen (φn) und (ψn), und wenn wir
die Zerlegungsfolge so wählen, dass jede Zerlegung eine Verfeinerung der vorhergehenden ist, dann ist
die erste Folge monoton wachsend und die zweite monoton fallend. Beide Folgen konvergieren somit
auf I gegen messbare Funktionen f1 bzw. f1, und es folgt f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x) für alle x ∈ I. Da
|φn(x)|, |ψn(x)| ≤ K := supξ∈I |f(ξ)| ist, für alle ξ ∈ I und alle n ∈ N, folgt aus dem Satz von Lebesgue
die Integrierbarkeit von f1, f2, und∫

I

f1 dλ = lim
n→∞

∫
I

φn dλ ,

∫
I

f2 dλ = lim
n→∞

∫
I

ψn dλ .

Nach der Theorie des Riemann-Integrals müssen die entsprechenden Folgen von Unter- und Obersummen
aber beide gegen das Riemann-Integral von f konvergieren. Das heiÿt, dass die Lebesgue-Integrale von
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f1 und f2 gleich sind, oder anders ausgedrückt, dass das Integral von f2 − f1 verschwindet. Da f2 − f1

aber nicht negativ ist, folgt f2(x) − f1(x) = 0 λ�f. ü. Da aber f zwischen f1 und f2 liegt, gilt auch
f(x) = f2(x) − f1(x) = 0 λ�f. ü., woraus die Lebesgue-Integrierbarkeit von f und die Gleichheit von
Riemann- und Lebesgue-Integral folgt. 2

Aufgabe 2.6.2 Zeige dass die Dirichletsche Sprungfunktion

f(x) =

{
0 (x 6∈ Q)

1 (x ∈ Q)

auf jedem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] Lebesgue- aber nicht Riemann-integrierbar ist.

Bemerkung 2.6.3 Wenn ein uneigentliches Riemannintegral absolut konvergiert, kann man leicht zei-
gen, dass das entsprechende Lebesgueintegral mit dem Riemannintegral übereinstimmt. Allerdings muss
das Lebesgueintegral nicht existieren, falls das uneigentliche Riemannintegral zwar konvergiert aber nicht
absolut konvergiert. Dies soll hier nicht genauer untersucht werden.
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Kapitel 3

Erzeugung von Maÿen

In diesem Kapitel wollen wir die Existenz des Borelmaÿes auf Rd zeigen. Dabei müssen wir sicherstellen,
dass wir aus den vorausgegangenen Kapiteln (oder den Übungen) keinerlei Resultate benutzen, deren
Beweis die Existenz des Borel- bzw. Lebesguemaÿes λ vorausgesetzt haben. Allerdings werden wir weiterhin
für d-dimensionale Intervalle I die auf Seite 7 eingeführte De�nition von λ(I) benutzen.

3.1 Algebren und Prämaÿe

De�nition 3.1.1 Eine Familie F von Teilmengen von Ω heiÿt eine Algebra, falls gilt:

(F1) ∅ ∈ F ,

(F2) A ∈ F =⇒ Ac ∈ F ,

(F3) Aj ∈ F ∀ j = 1, . . . , n , n ∈ N =⇒
n⋃
j=1

Aj ∈ F .

Ein anderer Begri�, den wir hier nicht verwenden wollen, ist der eines Ringes [3, S. 5], wobei dies aber
nicht mit dem gleichnamigen Begri� aus der Vorlesung Algebra verwechselt werden darf. Ist F eine solche
Algebra, dann heiÿt eine Abbildung µ : F → R ein Prämaÿ auf F , wenn sie die folgenden Eigenschaften
hat:

(P1) µ(∅) = 0 .

(P2) ∀ A ∈ F : µ(A) ≥ 0 .

(P3) Für paarweise disjunkte Mengen An ∈ F , n ∈ N, deren Vereinigung ebenfalls zu F gehört (was in
einer Algebra nicht allgemein zu gelten braucht!), ist

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An) .

Die letzte dieser drei Eigenschaften wollen wir im Folgenden wieder als die Sigma-Additivität von µ
bezeichnen. Wenn statt des Axioms (P3) nur verlangt ist, dass für endlich viele paarweise disjunkte
Mengen An ∈ F , 1 ≤ n ≤ m, deren Vereinigung dann immer zu F gehört, gilt

µ
( m⋃
n=1

An

)
=

m∑
n=1

µ(An) ,
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dann nennt man µ einen Inhalt und bezeichnet diese Eigenschaft auch als Additivität. Für Inhalte bzw.
Prämaÿe kann man, genauso wie im Fall eines Maÿes, den Begri� der Sigma-Endlichkeit de�nieren.

Aufgabe 3.1.2 Zeige dass eine Algebra F abgeschlossen gegenüber der Durchschnittsbildung von endlich
vielen Mengen aus F ist.

Aufgabe 3.1.3 Zeige dass jedes Prämaÿ auch ein Inhalt auf der Algebra F ist.

Aufgabe 3.1.4 Zeige dass Lemma 1.6.6 auch für einen Inhalt, und damit natürlich auch für ein Prämaÿ
gilt.

Aufgabe 3.1.5 Zeige dass auch ein Prämaÿ subadditiv ist im Sinne von Aufgabe 1.6.7, falls man Mengen
An ∈ F , n ∈ N betrachtet, deren Vereinigung ebenfalls zu F gehört.

Für eine spätere Anwendung zeigen wir jetzt folgendes Resultat:

Lemma 3.1.6 Sei F eine Algebra, und sei A die von F erzeugte Sigma-Algebra. Sei weiterM⊃ F so,
dass gilt

En ∈M , En ⊃ En+1 ∀ n ∈ N =⇒
∞⋂
n=1

En ∈ M

und

En ∈M , En ⊂ En+1 ∀ n ∈ N =⇒
∞⋃
n=1

En ∈ M .

Dann folgt M ⊃ A, und falls M die kleinste Familie mit den verlangten Eigenschaften ist, folgt sogar
M = A.

Beweis: Für den Beweis können wir o. B. d. A. annehmen, dassM kleinstmöglich ist. Dann zeigen wir:

(a) Beh:M ist eine Algebra. Bew: Sei E ∈M, und sei

M(E) = { F ∈M : E \ F,E ∩ F, F \ E ∈M } .

Dann folgt ∅, E ∈M(E). Für En ∈M(E) mit En ⊂ En+1 und F = ∪En gilt dann

E \ F =

∞⋂
n=1

(E \ En) ∈ M , E ∩ F =

∞⋃
n=1

(E ∩ En) ∈ M , F \ E =

∞⋃
n=1

(En \ E) ∈ M ,

und somit folgt F ∈M(E). Analog zeigt man, dass auch der Durchschnitt von Mengen En ∈M(E)
mit En ⊃ En+1 wieder zuM(E) gehört. Für ein E ∈ F folgt aber immer F ⊂ M(E), und daher
gilt wegen der Minimalitätseigenschaft vonM, dassM =M(E) ist für alle E ∈ F . Auÿerdem ist
klar dass F ∈M(E) mit E ∈M(F ) äquivalent ist. Daraus folgt insbesondere

(E ∈ F , F ∈M) =⇒ F ∈M(E) E ∈M(F ) ,

und demzufolge ist F ⊂ M(F ) für alle F ∈ M erfüllt, woraus wiederum wegen der Minimalitäts-
eigenschaft vonM folgtM = M(F ) für alle F ∈ M. Das bedeutet aber, dass für alle E,F ∈ M
immer E \ F,E ∩ F, F \ E ∈M folgt, und daraus folgt die Algebraeigenschaft vonM.

(b) Beh: M ist eine Sigma-Algebra. Bew: Wenn Fn ∈ M sind, dann gilt für En = ∪n1Fk dass alle
En ∈ M sind, und dass En ⊂ En+1 ist, woraus folgt dass die Vereinigung der En zu Mgehört;
diese ist aber gleich der Vereinigung der Fn.
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Also ist M eine Sigma-Algebra, welche F umfasst, und daher folgt A ⊂ M, weil A per De�nition die
kleinste derartige Sigma-Algebra ist. Wegen der Minimalität vonM folgt aber dann die Gleichheit. 2

Beispiel 3.1.7 (Halbo�ene Intervalle in R) Als das wichtigste Beispiel einer Algebra bzw. eines Prä-
maÿes betrachten wir die Menge F1 aller Vereinigungen von endlich vielen halbo�enen Intervalle [a, b),
mit a ≤ b, wobei a = −∞ und/oder b = ∞ zugelassen sind. Dabei ist allerdings zu beachten, dass die
Intervalle Teilmengen von R sein sollen, sodass [−∞, b) gleich der Menge {x ∈ R : −∞ < x < b} ist. Ist
A = ∪n1 [aj , bj) 6= ∅, so können wir o. B. d. A. voraussetzen dass aj < bj, j = 1, . . . , n und bj < aj+1,
j = 1, . . . , n− 1 ist. Dann sind die Zahlen aj , bj durch A eindeutig bestimmt, und wir können de�nieren

λ(∅) = 0 , λ(A) =

n∑
j=1

(bj − aj) .

Dass F1 eine Algebra und λ ein Prämaÿ ist, wird im nächsten Lemma gezeigt. Es ist anschaulich klar, dass
wir in Rd mit Hilfe von kartesischen Produkten halbo�ener Intervalle eine analoge Algebra Fd und ein
entsprechendes Prämaÿ einführen können, was wir aber jetzt nicht tun wollen, da wir später im Rahmen
der Theorie der Produktmaÿe hierauf zurückkommen werden.

Aufgabe 3.1.8 Seien I0, . . . , In beliebige Intervalle in R. Zeige: Wenn I1, . . . , In paarweise disjunkt und
alle in I0 enthalten sind, dann folgt λ(I0) ≥

∑n
k=1 λ(Ik). Wenn dagegen I0 ⊂ ∪n1 Ik ist, folgt λ(I0) ≤∑n

k=1 λ(Ik).

Lemma 3.1.9 Die oben de�nierte Menge F1 ist eine Algebra, und λ ist ein Prämaÿ auf F1.

Beweis: Klar ist, dass ∅,R ∈ F1 sind, und dass F1 abgeschlossen gegenüber der Vereinigung von
endlich vielen A ∈ F1 ist. Auÿerdem ist der Durchschnitt zweier halbo�ener Intervalle leer oder selbst
ein solches Intervall, und mit Induktion folgt dann dass F1 auch gegenüber Durchschnittsbildung von
endlich vielen A ∈ F1 abgeschlossen ist. Mit den de Morganschen Regeln folgt schlieÿlich auch die
Abgeschlossenheit gegenüber Komplementbildung, da das Komplement eines halbo�enen Intervalls die
Vereinigung höchstens zweier solcher Intervalle ist und deshalb in F1 liegt. Da die ersten beiden Axiome
für ein Prämaÿ von λ o�enbar erfüllt werden, ist nur noch das dritte zu zeigen. Dazu seien abzählbar
viele paarweise disjunkte A ∈ F1 gegeben. Wenn wir jedes A als disjunkte Vereinigung von endlich vielen
halbo�enen Intervallen darstellen, erhalten wir insgesamt eine abzählbare Menge solcher Intervalle, und
die Summe der (nicht-negativen) Zahlen λ(A) ist, wegen der absoluten Konvergenz bzw. bestimmten
Divergenz dieser Reihe, gleich der Summe der Längen aller dieser Intervalle. Deshalb reicht es, Axiom
(P3) für den Fall zu beweisen, dass jedes An ein nichtleeres halbo�enes Intervall [an, bn) ist. Wenn dann
A deren Vereinigung ist, so können wir A = ∪m1 [cj , dj) schreiben, wobei cj < dj , j = 1, . . . ,m und
dj < cj+1, j = 1, . . . ,m − 1 ist. Jedes Intervall An liegt dann in einem der Intervalle [cj , dj), und mit
Hilfe des groÿen Umordnungssatzes aus Analysis I sieht man, dass es ausreicht, wenn wir (P3) für den
Fall beweisen, dass A selber ein einziges Intervall [c, d) ist. In diesem Fall sei jetzt Em = ∪mn=1An gesetzt.
Dann ist Em ⊂ A, woraus mit Aufgabe 3.1.8 folgt

∑m
n=1 λ(An) ≤ λ(A) folgt. Da dies für alle m gilt, folgt

sogar
∞∑
n=1

λ(An) ≤ λ(A) .

Sei jetzt ε > 0, und seien Bn = (an − ε 2−n, bn). Die Bn sind eine o�ene Überdeckung für ein beliebiges
abgeschlossenes Teilintervall I ⊂ A, und nach dem Satz von Heine-Borel folgt deshalb, dass für hinreichend
groÿes m ∈ N gilt I ⊂ ∪mn=1Bn. Daher folgt mit derselben Aufgabe

λ(I) ≤
n∑
n=1

λ(Bn) =

n∑
n=1

(bn − an + ε 2−n) ≤ ε +

∞∑
n=1

λ(An) .
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Da ε > 0 beliebig klein sein kann, folgt dieselbe Ungleichung auch für ε = 0, und da I ein beliebiges
abgeschlossenes Teilintervall von A war, folgt sogar

λ(A) ≤
∞∑
n=1

λ(An) .

Das war noch zu zeigen. 2

Bemerkung 3.1.10 Sei g : R → R monoton wachsend, und sei g(±∞) = limx→±∞ g(x). Dann wird
durch die Festsetzung

λg([a, b)) = g(b) − g(a) ∀ a < b , a b ∈ R

ein Prämaÿ auf F de�niert, und für den Fall g(x) ≡ x ist dies gleich dem oben eingeführten Lebesgueschen
Prämaÿ; der Beweis hierfür geht ganz analog wie der von dem obigem Lemma.

3.2 Das äuÿere Maÿ

Im Rest dieses Kapitels sei immer eine Algebra F sowie ein Prämaÿ µ auf F gegeben.

De�nition 3.2.1 (Äuÿeres Maÿ) Für beliebige Teilmengen B ⊂ Ω de�nieren wir

µ∗(B) = inf
{ ∞∑

n=1

µ(An) : An ∈ F , B ⊂
∞⋃
n=1

An

}
. (3.2.1)

Wir nennen µ∗ : P(Ω)→ R das durch µ erzeugte äuÿere Maÿ.

Lemma 3.2.2 (Eigenschaften des äuÿeren Maÿes) Das oben de�nierte äuÿere Maÿ µ∗ hat folgende
Eigenschaften:

(a) µ∗(∅) = 0.

(b) ∀ B ⊂ Ω : µ∗(B) ≥ 0.

(c) A ⊂ B ⊂ Ω =⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B).

(d) ∀ A ∈ F : µ∗(A) = µ(A).

(e) ∀ An ⊂ Ω , n ∈ N : µ∗
( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(An) (Subadditivität des äuÿeren Maÿes).

Beweis: Die ersten drei Eigenschaften folgen direkt aus der De�nition von µ∗. Um (d) zu beweisen,
wenden wir die Sigma-Additivität von µ an auf A1 = B und An = ∅, n ≥ 1, um zu sehen dass µ∗(B) ≤
µ(B) ist. Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung seien An ∈ F mit B ⊂ ∪∞1 An gegeben. Mit Bn =
An ∩B folgt wegen der Subadditivität des Prämaÿes µ, dass

µ(B) ≤
∞∑
n=1

µ(Bn) ≤
∞∑
n=1

µ(An) ,

und hieraus folgt µ(B) ≤ µ∗(B). Zum Beweis der Subadditivität von µ∗ wählen wir zu ε > 0 und jedem
n ∈ N eine Folge (Ank) von Mengen aus F so, dass

An ⊂
∞⋃
k=1

Ank ,

∞∑
k=1

µ(Ank) ≤ µ∗(An) + ε 2−n ,
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was nach De�nition des In�mums bzw. des äuÿeren Maÿes möglich ist, auch falls µ∗(An) =∞ ist. Dann
folgt aber mit der Subadditivität von µ und der Tatsache dass die Vereinigung der An in der Vereinigung
aller Ank enthalten ist

µ∗
( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n,k=1

µ(Ank) ≤ ε +

∞∑
n=1

µ∗(An) .

Da ε beliebig war, folgt hieraus (e). 2

3.3 Der Fortsetzungssatz von Carathéodory

Das Erstaunliche am Hauptresultat dieses Abschnittes ist, dass eine einfache Bedingung existiert, die
eine Sigma-Algebra von Mengen A ⊂ Ω festlegt, auf der das oben de�nierte Prämaÿ zu einem Maÿ wird.
Da dieses Maÿ eine Fortsetzung des anfangs gegebenen Inhaltes ist, heiÿt dieser wichtige Satz auch der
Fortsetzungssatz.

De�nition 3.3.1 Eine Menge A ⊂ Ω heiÿt µ∗-messbar, falls gilt:

∀ B ⊂ Ω : µ∗(B) = µ∗(A ∩B) + µ∗(B \A) . (3.3.1)

Die Menge aller dieser Mengen wird mit A∗ bezeichnet.

Satz 3.3.2 (Fortsetzungssatz von Carathéodory) Die oben de�nierte Menge A∗ ist eine Sigma-
Algebra, welche die Algebra F enthält, und die Restriktion von µ∗ ist ein Maÿ auf A∗, welches auf F mit
dem Prämaÿ µ übereinstimmt.

Beweis: Wir führen den Beweis in mehreren Schritten:

(a) Beh: ∅ ∈ A∗, und A ∈ A∗ =⇒ Ac ∈ A∗. Bew: Für A = ∅ ist (3.3.1) o�enbar erfüllt. Wenn (3.3.1)
für A gilt, und wenn C = Ac ist, dann ist C ∩B = B \ A und B \ C = A ∩B für alle B ⊂ Ω, und
daher ist C ∈ A∗.

(b) Beh: A1, A2 ∈ A∗ =⇒ A1∩A2 ∈ A∗. Bew: Ersetzt man in (3.3.1) A durch A1 und B durch B∩A2,
so folgt

µ∗(B ∩A2) = µ∗(A2 ∩B ∩A1) + µ∗
(
(B ∩A2) \A1)

)
.

Für C = B \ (A1 ∩ A2) ist C ∩ A2 = (B ∩ A2) \ A1, und daher folgt aus (3.3.1), mit C anstatt B
und A2 an Stelle von A:

µ∗(B \ (A1 ∩A2)) = µ∗
(
(B ∩A2) \A1)

)
+ µ∗(B \A2) .

Wenn man nun (3.3.1) auf A2 anwendet und die vorherigen Identitäten einsetzt, erhält man

µ∗(B) = µ∗(B \ (A1 ∩A2)) + µ∗(A2 ∩B ∩A1) .

Dies war zu zeigen.

(c) Beh: A1, A2 ∈ A∗ =⇒ A1 ∪A2 ∈ A∗. Bew: Folgt aus (a) und (b) mit den de Morganschen Regeln.

(d) Beh: A1, A2 ∈ A∗, A1 ∩A2 = ∅ =⇒ µ∗(A1 ∪A2) = µ∗(A1) + µ∗(A2). Bew: Ersetzt man in (3.3.1)
A durch A1 und B durch B ∩ (A1 ∪A2), so folgt

µ∗
(
B ∩ (A1 ∪A2)

)
= µ∗(B ∩A1) + µ∗(B ∩A2) .

Für B = Ω folgt dann die Beh.
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(e) Beh: Ak ∈ A∗, paarweise disjunkt ∀ k ∈ N =⇒ A := ∪kAk ∈ A∗. Bew: Wegen (c) ist Cn =
∪n1Ak ∈ A∗für alle n ∈ N. Unter Benutzung von (d) und (3.3.1) folgt daraus für alle B ⊂ Ω

µ∗(B) = µ∗(B∩Cn) + µ∗(B\Cn) = µ∗(B\Cn) +

n∑
k=1

µ∗(B∩Ak) ≥ µ∗(B\A) +

n∑
k=1

µ∗(B∩Ak) .

Für n→∞ folgt also

µ∗(B) ≥ µ∗(B \A) +

∞∑
k=1

µ∗(B ∩Ak) .

Mit der Subadditivität von µ∗ folgt schlieÿlich

µ∗(B) ≤ µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A) ≤ µ∗(B \A) +

∞∑
k=1

µ∗(B ∩Ak) .

Also muss in den letzten beiden Abschätzungen überall das Gleichheitszeichen gelten, woraus die
Beh. folgt.

(f) Beh: µ∗ ist auf A∗ sigma-additiv. Bew: Folgt aus dem Beweis von (e), wenn man B = A einsetzt.

(g) Beh: F ⊂ A∗. Bew: Für A ∈ F und B ⊂ Ω gilt immer µ∗(B) ≤ µ∗(B ∩A) +µ∗(B \A). Für ε > 0
seien An ∈ F so gewählt, dass B ⊂ ∪∞1 An und

∑∞
1 µ(An) ≤ µ∗(B) + ε, was nach De�nition von

µ∗ immer möglich ist. Aus der Subadditivität von µ∗ folgt dann

µ∗(B∩A) ≤
∞∑
n=1

µ∗(An∩A) =

∞∑
n=1

µ(An∩A) , µ∗(B\A) ≤
∞∑
n=1

µ∗(An\A) =

∞∑
n=1

µ(An\A) ,

also mit Hilfe der Additivität von µ:

µ∗(B ∩A) + µ∗(B \A) ≤
∞∑
n=1

(
µ(An ∩A) + µ(An \A)

)
=

∞∑
n=1

µ(An) ≤ µ∗(B) + ε ,

und da ε > 0 beliebig war, folgt zusammen mit der ersten Ungleichung dass A ∈ A∗ ist.

Aus dem Vorangegangenen folgt o�enbar die Behauptung des Satzes. 2

Aufgabe 3.3.3 Zeige dass die Sigma-Algebra A∗ immer vollständig ist.

Bemerkung 3.3.4 Man kann zeigen, dass im Falle des Lebesguemaÿes λ und F = F1 die Sigma-Algebra
A∗ gleich der kleinsten vollständigen Sigma-Algebra ist, welche F enthält, und dies ist gerade die Lebesgue-
Sigma-Algebra. Wenn dagegen µ = λg ein Lebesgue-Stieltjesmaÿ ist, kann A∗ gröÿer und im Extremfall
sogar gleich der Potenzmenge von Ω sein. Im Allgemeinen ist nicht klar, ob es nur eine Fortsetzung
eines Prämaÿes auf die Sigma-Algebra A gibt, aber wir zeigen dies im nächsten Satz für sigma-endliche
Prämaÿe.

Satz 3.3.5 (Eindeutigkeitssatz von Hahn) Wenn das Prämaÿ µ sigma-endlich ist, gibt es genau eine
Fortsetzung von µ zu einem Maÿ auf der Sigma-Algebra A∗.

Beweis: Nach De�nition existieren Fn ∈ F mit Fn ⊂ Fn+1 und ∪nFn = Ω derart, dass µ(Fn) < ∞ ist
für alle n ∈ N. Wenn ν ein Maÿ auf A∗ ist, welches auf F mit µ (und daher auch mit µ∗) übereinstimmt,
dann folgt für alle E ∈ A∗ und Bk ∈ F mit E ⊂ ∪kBk =: B, dass

ν(E ∩ Fn) ≤ ν(B ∩ Fn) ≤
∞∑
k=1

ν(Bk ∩ Fn) =

∞∑
k=1

µ(Bk ∩ Fn) ∀ n ∈ N .

35



Also gilt ν(E ∩Fn) ≤ µ∗(E ∩Fn) für alle n. Dieselbe Ungleichung gilt aber auch für Fn \E an Stelle von
E. Weil µ∗(E ∩ Fn) + µ∗(Fn \E) = µ∗(Fn) = ν(Fn) = ν(E ∩ Fn) + ν(Fn \E) ≤ ν(E ∩ Fn) + µ∗(Fn \E)
ist, folgt aber auch ν(E ∩Fn) ≥ µ∗(E ∩Fn), wobei benutzt wird, dass µ∗(Fn \E) <∞ ist. Also ist sogar
ν(E ∩ Fn) = µ∗(E ∩ Fn) für alle n, und mit der Stetigkeit des Maÿes (Lemma 1.6.8) folgt für n → ∞
dass ν(E) = µ∗(E) ist. 2

3.4 Produktmaÿe

In den folgenden Abschnitten betrachten wir immer zwei Maÿräume (Ωj ,Aj , µj), 1 ≤ j ≤ 2. Wir wollen
zeigen, dass man im kartesischen Produkt Ω := Ω1 × Ω1 stets auf natürliche Weise eine Algebra A und
ein Maÿ π erhält, welches man als das Produktmaÿ bezeichnet.

De�nition 3.4.1 (Rechtecke) Für A ∈ A1 und B ∈ A2 nennen wir das kartesische Produkt A × B
auch ein (messbares) Rechteck in Ω. Die Menge aller Vereinigungen endlich vieler solcher Rechtecke sei
mit F bezeichnet � unten zeigen wir gleich, dass diese Menge eine Algebra ist.

Lemma 3.4.2 Die oben de�nierte Menge F ist eine Algebra.

Beweis: Das einzige Axiom einer Algebra, was nicht o�ensichtlich von F erfüllt wird, ist (F2). Da der
Durchschnitt zweier Rechtecke wieder ein Reckteck ist, folgt die Abgeschlossenheit von F gegenüber der
Bildung von Durchschnitten, und wegen der de Morganschen Regeln genügt es, wenn wir zeigen dass das
Komplement eines beliebigen Rechteckes immer zu F gehört. Dies gilt aber wegen

(A×B)c = (Ac ×B) ∪ (A×Bc) ∪ (Ac ×Bc) .

Also gilt die Behauptung! 2

Aufgabe 3.4.3 Seien A1, . . . , An ∈ A1. Zeige mit Induktion über n, dass es Mengen C1, . . . , Cm ∈ A1

gibt, welche paarweise disjunkt sind und folgende Eigenschaften haben:

n⋃
j=1

Aj =

m⋃
k=1

Ck ,
(
Aj ∩ Ck 6= ∅ =⇒ Ck ⊂ Aj

)
∀ j = 1, . . . , n , k = 1, . . . ,m .

Benutze dies um zu zeigen, dass jede Menge aus F Vereinigung von endlich vielen disjunkten Rechtecken
ist. Gib ein Beispiel dafür, dass eine solche Darstellung aber nicht eindeutig zu sein braucht.

Lemma 3.4.4 Auf der Algebra F gibt es genau ein Prämaÿ π mit der Eigenschaft

π(A×B) = µ1(A)µ2(B) ∀ A ∈ A1 , B ∈ A2 . (3.4.1)

Beweis: Wir führen den Beweis wieder in mehreren Schritten:

(a) Beh: Falls A,An ∈ A1 und B,Bn ∈ A2 sind, so dass A×B = ∪∞1 (An×Bn) ist, wobei die Recktecke
An × Bn paarweise disjunkt sind, dann gilt π(A × B) =

∑∞
1 π(An × Bn). Bew: Es gilt für die

charakteristischen Funktionen von Intervallen

χA×B(ω1, ω2) = χA(ω1)χB(ω2) =

∞∑
n=1

χAn(ω1)χBn(ω2) ∀ ω1 ∈ Ω1 , ω2 ∈ Ω2 .
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Bei festem ω1 gilt für alle n ∈ N∫
χA(ω1)χB dµ2 = χA(ω1)µ2(B) ,

∫
χAn(ω1)χBn dµ2 = χA(ω1)µ2(Bn) .

Mit dem Satz von Beppo-Levi folgt daraus

χA(ω1)µ2(B) =

∞∑
n=1

∫
χAn(ω1)χBn dµ2 =

∞∑
n=1

χAn(ω1)µ2(Bn) .

Durch erneute Anwendung desselben Satzes zeigt man dann

µ1(A)µ2(B) =

∫
χA µ2(B) dµ1 =

∞∑
n=1

∫
χAn µ2(Bn) dµ1 =

∞∑
n=1

µ1(An)µ2(Bn) .

(b) Beh: Falls C ∈ F ist, gibt es nach Aufgabe 3.4.3 Ak ∈ A1 und Bk ∈ A2, mit C = ∪n1 (Ak × Bk),
wobei die Recktecke Ak ×Bk paarweise disjunkt sind, und wir können de�nieren

π(C) =

n∑
k=1

π(Ak ×Bk) ,

weil π(C) nicht von der Wahl der Ak, Bk abhängt. Bew: Sei C = ∪m1 (Ãj × B̃j) mit paarweise
disjunkten Rechtecken Ãj × B̃j , dann folgt

Ãj × B̃j =

n⋃
k=1

(
(Ãj × B̃j) ∩ (Ak ×Bk)

)
=

n⋃
k=1

(
(Ãj ∩Ak)× B̃j ∩Bk)

)
,

und mit Hilfe von (a) folgt

π(Ãj × B̃j) =

n∑
k=1

π
(

(Ãj ∩Ak)× B̃j ∩Bk)
)
.

Dies bedeutet aber, wenn man bei der zweiten Umformung erneut (a) einsetzt, dass

m∑
j=1

π(Ãj × B̃j) =

n∑
k=1

m∑
j=1

π
(

(Ãj ∩Ak)× B̃j ∩Bk)
)

=

n∑
k=1

π(Ak ×Bk)

ist, was zu zeigen war.

(c) Beh: Die in (b) eindeutig de�nierte Abbildung π : F → R ist ein Prämaÿ. Bew: Nur die Sigma-
Additivität ist zu zeigen. Seien also Cj ∈ F , paarweise disjunkt, und sei deren Vereinigung C
ebenfalls in F . Dann gibt es Ak ∈ A1 und Bk ∈ A2, mit C = ∪n1 (Ak × Bk), wobei die Recktecke
Ak×Bk paarweise disjunkt sind. Genauso gibt es Ak,j ∈ A1 und Bk,j ∈ A2, mit Cj = ∪n(j)

1 (Ak,j ×
Bk,j), wobei auch diese Recktecke paarweise disjunkt sind, und es folgt

Ak ×Bk =

∞⋃
j=1

(
Cj ∩ (Ak ×Bk)

)
=

∞⋃
j=1

n(j)⋃
`=1

(
(A`,j ∩Ak)× (B`,j ∩Bk)

)
.

Daher folgt durch wiederholte Anwendung von (a) sowie der De�nition von π(C) und π(Cj), dass

n∑
k=1

π(Ak×Bk) =

∞∑
j=1

n(j)∑
`=1

n∑
k=1

π
(

(A`,j ∩Ak)× (B`,j ∩Bk)
)

=

∞∑
j=1

n(j)∑
`=1

π(A`,j ×B`,j) =

∞∑
j=1

π(Cj)

ist, was zu zeigen war.
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Aus den zuvor gezeigten Punkten folgt, dass wir ein Prämaÿ auf F de�niert haben, und dessen Eindeu-
tigkeit ist klar, da ein solches Prämaÿ insbesondere sigma-additiv sein muss, und deshalb ist die in (b)
gegebene De�nition für π(C) die einzig mögliche. 2

Satz 3.4.5 (Existenz bzw. Eindeutigkeit des Produktmaÿes) Unter den in diesem Abschnitt ge-
machten Voraussetzungen gibt es auf der von allen Rechtecken erzeugten Sigma-Algebra ein Maÿ π, wel-
ches (3.4.1) erfüllt. Wenn die beiden Maÿe µ1 und µ2 beide sigma-endlich sind, ist π eindeutig bestimmt.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma 3.4.4 sowie den Sätzen von Carathéodory und Hahn. 2

De�nition 3.4.6 Jedes der Maÿe π, die nach dem letzten Satz existieren, heiÿt Produktmaÿ auf Ω =
Ω1 × Ω2. Ausgehend von R und dem Lebesgueschen Maÿ können wir induktiv auf Rd ein Maÿ erhalten,
indem wir Rd als kartesisches Produkt von Rp und Rq mit p+ q = d au�assen; da die auftretenden Maÿe
alle sigma-endlich sind, spielt es dabei keine Rolle, wie wir p und q wählen, denn das Maÿ auf Rd ist
dadurch, dass es den d-dimensionalen Intervallen jeweils den Inhalt zuordnet, bereits eindeutig festgelegt.
Das so erhaltene Maÿ auf Rd wird ebenfalls als Lebesguemaÿ bezeichnet. Statt des Lebesguemaÿes kann
man auf R auch ein Lebesgue-Stieltjes-Maÿ betrachten und dazu die entsprechenden Produktmaÿe bilden.
Allerdings gibt es auf der Lebesgue-Sigma-Algebra in Rd noch allgemeinere Maÿe, die mit Hilfe einer
Funktion von d Variablen de�niert werden, und die man auf diese Weise nicht erhält. Dies soll hier nicht
besprochen werden.

3.5 Die Sätze von Tonelli und Fubini

Jetzt betrachten wir zwei sigma-endliche Maÿräume (Ωj ,Aj , µj), 1 ≤ j ≤ 2, und hierzu den Produktraum
(Ω,A, π), wobei Ω := Ω1 ×Ω1 und A die von allen Rechtecken erzeugte Sigma-Algebra ist, und π ist die
(eindeutig bestimmte) Fortsetzung des im letzten Abschnitt de�nierten Prämaÿes.

De�nition 3.5.1 Für E ⊂ Ω = Ω1 × Ω2 schreiben wir

Eω1
= { ω2 ∈ Ω2 : (ω1, ω2) ∈ E } , Eω2 = { ω1 ∈ Ω1 : (ω1, ω2) ∈ E } . (3.5.1)

Wir interpretieren Eω1 , bei festem, aber beliebigem ω1 ∈ Ω1, als Schnitt in Richtung Ω1, und entsprechend
für Eω1 . Analog de�nieren wir für F : Ω→ R zwei neue Funktionen

Fω1
(ω2) = Fω2(ω1) = F (ω1, ω2) ∀ (ω1, ω2) ∈ Ω . (3.5.2)

Das bedeutet, dass wir in F z. B. die Variable ω1 festhalten und dadurch Fω1
als eine Funktion der einen

Variablen ω2 de�nieren.

Lemma 3.5.2 Für E ∈ A sind Eω1
∈ A2 bzw. Eω2 ∈ A1, für alle ω1 ∈ Ω1, bzw. alle ω2 ∈ Ω2. Weiter

folgt für F ∈ M(Ω,A), dass Fω1 ∈ M(Ω2,A2) und Fω2 ∈ M(Ω1,A1) ist, für alle ω1 ∈ Ω1, bzw. alle
ω2 ∈ Ω2.

Beweis: Sei A die Menge aller E ∈ A, für die Eω1
∈ A2 ist für alle ω1 ∈ Ω1. Es ist leicht zu sehen, dass

A eine Sigma-Algebra ist, die alle Rechtecke enthält, und daher folgt A = A. Genauso folgt die Aussage
Eω2 ∈ A1. Weil z. B. {Fω1(ω2) > α} = Eω1 ist für E = {F (ω1, ω2) > α} und beliebiges α ∈ R, folgt der
zweite Teil der Behauptung aus dem ersten. 2
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Lemma 3.5.3 (Cavalierisches Prinzip) Für jedes E ∈ A sind die Funktionen f und g mit

f(ω1) = µ2(Eω1) , g(ω2) = µ1(Eω2) ∀ ω1 ∈ Ω1 , ω2 ∈ Ω2

beide messbar, und es gilt ∫
Ω1

f dµ1 =

∫
Ω2

g dµ2 = π(E) . (3.5.3)

Beweis: Aus der Voraussetzung der Sigma-Endlichkeit folgt die Existenz von Folgen (An) aus A1 und
(Bn) aus A2 mit An ⊂ An+1, Bn ⊂ Bn+1, µ1(An) <∞, µ2(Bn) <∞, so dass ∪An = Ω1 und ∪Bn = Ω2

ist. Für festes n sei M gleich der Menge aller E ∈ A, mit E ⊂ An × Bn, für die die Aussage des
Lemmas richtig ist. Man sieht sofort, dass alle Rechtecke A×B ⊂ An×Bn zuM gehören. Aus dem Satz
über die monotone Konvergenz und der Stetigkeit des Maÿes (Lemma 1.6.8) ergibt sich weiter, dassM
die Voraussetzungen von Lemma 3.1.6 erfüllt, und daher folgt dass M alle messbaren Teilmengen von
An ×Bn enthält. Wenn jetzt E ∈ A beliebig ist, dann gilt (3.5.3) für alle En = E ∩ (An ×Bn), und eine
nochmalige Anwendung des Satzes über die monotone Konvergenz und der Stetigkeit des Maÿes ergibt
die Behauptung. 2

Satz 3.5.4 (Tonelli) Sei F ∈M+(Ω,A) und Fω1
, Fω2 wie in De�nition 3.5.1. Dann sind die durch

f(ω1) =

∫
Ω2

Fω1 dµ2 , g(ω2) =

∫
Ω1

Fω2 dµ1 ∀ ω1 ∈ Ω1 , ω2 ∈ Ω2

de�nierten Funktionen f und g messbar, und es gilt∫
Ω

F dπ =

∫
Ω1

f dµ1 =

∫
Ω2

g dµ2 . (3.5.4)

Beweis: Die Behauptung des Satzes ist richtig, falls F die charakteristische Funktion einer Menge E ∈ A
ist, und wegen der Linearität der betrachteten Integrale gilt sie dann für alle einfachen Funktionen mit
nicht-negativen Werten. Für allgemeines F ∈ M+(Ωj ,Aj) gibt es eine Folge einfacher Funktionen Φn,
welche monoton wachsend gegen F konvergieren. Die Funktionen φn(ω1) =

∫
Ω2

(Φn)ω1
dµ2 und ψn(ω2) =∫

Ω1
(Φn)ω2 dµ1 sind dann ebenfalls monoton wachsend und konvergieren gegen f bzw. g. Daher folgt die

Behauptung aus dem Satz über die monotone Konvergenz. 2

Satz 3.5.5 (Fubini) Sei F über Ω integrierbar. Dann existieren die Integrale

f(ω1) :=

∫
Ω2

Fω1 dµ2 , g(ω2) :=

∫
Ω1

Fω2 dµ1

für µ1-fast alle ω1 bzw. µ2-fast alle ω2, die so fast überall de�nierten Funktionen f und g sind integrierbar,
d.h. genauer, sie lassen sich zu über Ω1 bzw. Ω2 ingrierbaren Funktionen fortsetzen, und es gilt (3.5.4).

Beweis: Aus dem Satz von Tonelli, angewandt auf F+ und F−, folgt dass die Funktionen

f+(ω1) :=

∫
Ω2

F+
ω1
dµ2 , f−(ω1) :=

∫
Ω2

F−ω1
dµ1

beide über Ω1 integrierbar sind, und dass ihre Integrale gleich
∫

Ω
F+ dπ bzw.

∫
Ω
F− dπ, also insbesondere

endlich sind. Also folgt, dass f±(ω1) < ∞ µ1�f. ü. gilt. Daher ist f(ω1) = f+(ω1) − f−(ω1) µ1�f. ü.
de�niert, und wenn man f(ω1) = 0 setzt falls f+(ω1) oder f−(ω1) gleich ∞ ist, dann ist f integrierbar
und ∫

Ω1

f dµ1 =

∫
Ω1

f+ dµ1 −
∫

Ω1

f− dµ1 =

∫
Ω

F+ dπ −
∫

Ω

F− dπ ,

woraus (3.5.4) folgt. 2
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Kapitel 4

Weitere Resultate

In diesem Kapitel sei wieder ein fester, aber beliebiger Maÿraum (Ω,A, µ) gegeben, und wir betrachten
Funktionen, die auf Ω (oder evtl. auf einer Teilmenge) de�niert sind und Werte in K haben, wobei K = R
oder = C sein kann. Dabei soll für K = C eine solche Funktion messbar bzw. integrierbar genannt werden,
wenn sowohl ihr Real- als auch ihr Imaginärteil messbar bzw. integrierbar sind. Um die Bezeichungen
einfach zu halten, werden wir z. B. weiterhin L(Ω,A, µ) für die Menge aller integrierbaren Funktionen
schreiben, wobei sich aus dem Zusammenhang ergeben muss, ob die Funktionswerte reelle oder komplexe
Zahlen sein sollen.

4.1 Funktionenräume

De�nition 4.1.1 Wenn f : Ω→ C eine auf Ω de�nierte Funktion mit möglicherweise komplexen Werten
ist, dann sei u(ω) := Re f(ω) und v(ω) := Im f(ω) für alle ω ∈ Ω. Es gilt dann also f = u+ i v, und wir
nennen f messbar bzw. integrierbar, falls u und v beide messbar bzw. integrierbar sind. O�enbar ist die
Integrierbarkeit von f , wie im Fall reellwertiger Funktionen, äquivalent zur Integrierbarkeit von |f |. Wir
de�nieren für integrierbares f dann auch∫

Ω

f dµ =

∫
Ω

u dµ + i

∫
Ω

v dµ .

Dies bedeutet also, dass man bei komplexwertigen Funktionen die Integrale von Real- und Imaginärteil
getrennt ausrechnen soll. Für 1 ≤ p < ∞ und K = R oder K = C sei Lp(Ω,A, µ) die Menge aller
messbaren Funktionen f mit Werten in K und der Eigenschaft

‖f‖p :=
(∫

Ω

|f |p dµ
)1/p

< ∞ .

Dabei nennen wir ‖f‖p auch die p-Norm von f , obwohl die Abbildung f 7−→ ‖f‖p im Allgemeinen
nicht alle Eigenschaften einer Norm besitzt. Anstatt L1(Ω,A, µ) schreiben wir gelegentlich auch einfach
L(Ω,A, µ). Wenn (Ω,A, µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, nennt man ‖f‖pp auch p-tes Moment von f .
Wir nennen eine Folge von Funktionen fn ∈ Lp(Ω,A, µ) auch Cauchyfolge im Sinne der p-Norm, wenn

∀ ε > 0 ∃ N ∀ n,m ≥ N : ‖fn − fm‖p < ε .

Weiter sagen wir, dass (fn) in der p-Norm gegen ein f ∈ Lp(Ω,A, µ) konvergiert, wenn ‖fn − f‖p eine
Nullfolge ist.

Aufgabe 4.1.2 Sei p ≥ 1, und sei g ∈ Lp(Ω,A, µ). Zeige: Wenn f messbar ist, und wenn gilt |f(ω)| ≤
|g(ω)| µ�f. ü., dann ist auch f ∈ Lp(Ω,A, µ). Schlieÿe hieraus, dass genau dann alle beschränkten Funk-
tionen zu Lp(Ω,A, µ) gehören, wenn µ(Ω) <∞ ist.
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Aufgabe 4.1.3 Sei p ≥ 1. Zeige: Genau dann ist f in Lp(Ω,A, µ), wenn Re f und Im f beide in
Lp(Ω,A, µ) sind.

Satz 4.1.4 (Höldersche Ungleichung) Für alle p > 1 und q := (1−1/p)−1 gilt: Wenn f ∈ Lp(Ω,A, µ)
und g ∈ Lq(Ω,A, µ) sind, dann ist f g ∈ L1(Ω,A, µ), und

‖f g‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Beweis: Wir können annehmen, dass die rechte Seite der Ungleichung positiv ist, denn im anderen Fall
ist f(ω) = 0 oder g(ω) = 0 µ�f. ü., und dann verschwindet auch die linke Seite. Für h(x) = x1/p − x/p,
x ≥ 1, folgt h′(x) ≤ 0, also h(x) ≤ h(1) = 1/q, für alle x > 0. Für α ≥ β > 0 kann man x durch α/β
ersetzen und erhält nach Multiplikation mit β die Ungleichung

α1/p β1/q ≤ (α/p) + (β/q) .

Diese Ungleichung gilt auch, wenn man p und q vertauscht, und daher muss sie auch bei Vertauschung
von α und β richtig bleiben. Daher gilt sie sogar für alle nicht-negativen α und β, und wenn man jetzt
α = (|f(ω)|/‖f‖p)p und β = (|g(ω)|/‖g‖q)q einsetzt und die Ungleichung über Ω integriert, folgt die
Behauptung. 2

Satz 4.1.5 (Minkowskische Ungleichung) Für jedes 1 ≤ p <∞ ist Lp(Ω,A, µ) ein Vektorraum über
K, und für f, g ∈ Lp(Ω,A, µ) gilt immer die Dreiecksungleichung

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p .

Beweis: Aus der De�nition der p-Norm folgt sofort dass ‖α f‖p = |α| ‖f‖p ist, für alle α ∈ K und
f ∈ Lp(Ω,A, µ). Für die Vektorraumeigenschaft von Lp(Ω,A, µ) reicht es deshalb aus, wenn wir die
Dreiecksungleichung zeigen. Für p = 1 ist diese klar, und daher sei jetzt p > 1 und q = (1−1/p)−1. Dann
folgt für alle ω ∈ Ω

|f(ω) + g(ω)|p ≤ 2p max{|f(ω)|p, |g(ω)|p} ≤ 2p (|f(ω)|p + |g(ω)|p) ,

und daher ist f + g ∈ Lp(Ω,A, µ). Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich dann∫
|f + g|p dµ ≤

∫
(|f |+ |g|)p dµ =

∫
|f | (|f |+ |g|)p−1dµ +

∫
|g| (|f |+ |g|)p−1dµ .

Durch Anwendung der Hölderschen Ungleichung auf die Terme der rechten Seite folgt wegen q (p−1) = p∫
(|f |+ |g|)p dµ ≤ (‖f‖p + ‖g‖p)‖(|f |+ |g|)p−1‖q = (‖f‖p + ‖g‖p)

( ∫
(|f |+ |g|) dµ

)1/q

,

woraus die Behauptung folgt. 2

Bemerkung 4.1.6 Beachte, dass für f ∈ Lp(Ω,A, µ) aus ‖f‖p = 0 lediglich folgt f(ω) = 0 µ�f. ü. Also
ist ‖ · ‖p eigentlich nur eine Halbnorm auf Lp(Ω,A, µ). In der Funktionalanalysis nennt man daher zwei
Funktionen äquivalent bzgl. µ, wenn sie µ�f. ü. gleich sind, und de�niert Lp(Ω,A, µ) als die Menge der
entsprechenden Äquivalenzklassen. Dies spielt hier aber keine Rolle.
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Aufgabe 4.1.7 Sei p ≥ 1, und sei (fn) eine Cauchyfolge im Sinne der p-Norm. Zeige: Wenn eine
Teilfolge von (fn) in der p-Norm gegen ein f ∈ Lp(Ω,A, µ) konvergiert, dann gilt dasselbe bereits für die
gesamte Folge. Überlege, ob diese Tatsache überhaupt von der konkreten Norm abhängt!

Satz 4.1.8 (Vollständigkeit von Lp(Ω,A, µ)) Sei p ≥ 1, und sei (fn) eine Cauchyfolge im Sinne der
p-Norm. Dann gibt es ein f ∈ Lp(Ω,A, µ), so dass eine Teilfolge von (fn) µ-f. ü. gegen f konvergiert,
und die Folge (fn) selber konvergiert in der p-Norm gegen f .

Beweis: Aus der De�nition von Cauchyfolge ergibt sich die Existenz einer Teilfolge (gk), für welche
‖gk − gk+1‖p ≤ 2−k für alle k ∈ N gilt. Wir de�nieren g(ω) =

∑
k |gk(ω) − gk+1(ω)|, dann ist g ∈

M+(Ω,A, µ). Mit dem Satz von Beppo-Levi folgt(∫
gp dµ

)1/p

= lim
n→∞

∥∥∥ n∑
k=1

|gk(ω)− gk+1(ω)|
∥∥∥
p
≤

∞∑
k=1

‖gk(ω)− gk+1(ω)‖p <

∞∑
k=1

2−k .

Also ist g(ω) für fast alle ω endlich. Darum konvergiert die Folge (gn(ω) := g1(ω)+
∑n−1
k=1(gk+1(ω)−gk(ω)))

auÿerhalb einer Nullmenge N gegen eine Funktion f(ω), und wenn wir diese Funktion auf N z. B. = 0
setzen, dann ist f messbar. Es folgt dann mit dem Satz von Lebesgue∫

Ω

|f − gn|p dµ = lim
m→∞

∫
Ω

∣∣∣ m∑
k=n

(gk − gk+1)
∣∣∣p dµ ,

und mit der Dreiecksungleichung und der Wahl der gk folgt daher f ∈ Lp(Ω,A, µ) und ‖f − gn‖p ≤∑∞
k=n ‖gk − gk+1‖p ≤

∑∞
k=n 2−k. Daher konvergiert die Teilfolge (gk) in der p-Norm gegen f , und mit

Aufgabe 4.1.7 folgt dann die Behauptung. 2

Aufgabe 4.1.9 Sei p ≥ 1. Zeige, z. B. mit Hilfe der Dreiecksungleichung der p-Norm: Wenn f, g ∈
Lp(Ω,A, µ) sind, dann ist auch h mit h(ω) := max{|f(ω)|, |g(ω)|} in Lp(Ω,A, µ).

Aufgabe 4.1.10 Seien p̃ > p ≥ 1 und µ(Ω) <∞. Zeige Lp(Ω,A, µ) ⊃ Lp̃(Ω,A, µ).

4.2 Verschiedene Konvergenzbegri�e in der Maÿtheorie

Wenn nichts anderes gesagt wird, seien f, fn immer messbare Funktionen auf Ω, für alle n ∈ N mit Werten
in K. Insbesondere sind die Werte der Funktionen alle endlich! Auÿer der schon de�nierten Konvergenz
im Sinne einer der p-Normen gibt es einige weitere wichtige Konvergenzbegri�e in der Maÿtheorie, die
wir jetzt de�nieren und vergleichen wollen. Dabei wiederholen wir auch noch die Begri�e der punktweisen
und gleichmäÿigen Konvergenz:

De�nition 4.2.1 Die Folge (fn) heiÿt auf Ω gegen die Grenzfunktion f

(a) punktweise konvergent, falls

∀ ω ∈ Ω ∀ ε > 0 ∃ N ∀ n ≥ N : |fn(ω)− f(ω)| < ε ,

(b) gleichmäÿig konvergent, falls

∀ ε > 0 ∃ N ∀ ω ∈ Ω ∀ n ≥ N : |fn(ω)− f(ω)| < ε ,

(c) fast überall konvergent, falls es eine Nullmenge N ⊂ Ω gibt, so dass (fn) auf N c punktweise gegen
f konvergiert,
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(d) maÿkonvergent oder stochastisch konvergent, falls alle fn sowie auch f messbar sind, und falls

∀ ε > 0 : lim
n→∞

µ
(
{ |fn(ω)− f(ω)| ≥ ε }

)
= 0 ,

(e) fast gleichmäÿig konvergent, falls für jedes ε > 0 ein E ∈ A mit µ(E) < ε existiert, so dass die
Folge auf Ec gleichmäÿig gegen f konvergiert.

Satz 4.2.2 Sei µ(Ω) <∞, sei p ≥ 1, und seien fn ∈ Lp(Ω,A, µ). Wenn die Folge (fn) gleichmäÿig gegen
f konvergiert, dann folgt f ∈ Lp(Ω,A, µ), und (fn) ist auch Lp-konvergent gegen f .

Beweis: Aus der gleichmäÿigen Konvergenz folgt |fn(ω) − f(ω)| ≤ 1 für alle genügend groÿen n, und
die Funktion g(ω) ≡ 1 ist in Lp(Ω,A, µ), da µ(Ω) endlich ist. Also folgt fn − f ∈ Lp(Ω,A, µ) für (ein)
groÿes n, und daraus wiederum folgt f ∈ Lp(Ω,A, µ). Wegen ‖fn − f‖p ≤ (µ(Ω))1/p sup |fn(ω) − f(ω)|
folgt die Lp-Konvergenz. 2

Aufgabe 4.2.3 Zeige, dass im letzten Satz die Voraussetzung µ(Ω) <∞ nicht weggelassen werden kann.

Der nächste Satz ist eine einfache Verallgemeinerung des Satzes von Lebesgue:

Satz 4.2.4 Sei p ≥ 1, und seien fn ∈ Lp(Ω,A, µ). Wenn die Folge (fn) fast überall gegen f konvergiert,
und wenn es ein g ∈ Lp(Ω,A, µ) gibt mit |fn(ω)| ≤ g(ω) für alle n ∈ N und alle ω ∈ Ω, dann folgt
f ∈ Lp(Ω,A, µ), und (fn) ist auch Lp-konvergent gegen f .

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt|f(ω)| ≤ g(ω) µ�f. ü., und daher ist f ∈ Lp(Ω,A, µ). Wegen
|fn(ω)− f(ω)|p ≤ (2 g(ω))p µ�f. ü. folgt mit dem Satz von Lebesgue die Lp-Konvergenz. 2

Korollar zu Satz 4.2.4 (Satz von der beschränkten Konvergenz) Sei p ≥ 1, sei µ(Ω) < ∞, und
seien fn ∈ Lp(Ω,A, µ). Wenn die Folge (fn) fast überall gegen f konvergiert, und wenn es ein K > 0
gibt mit |fn(ω)| ≤ K für alle n ∈ N und alle ω ∈ Ω, dann folgt f ∈ Lp(Ω,A, µ), und (fn) ist auch
Lp-konvergent gegen f .

Beweis: Setze g(ω) ≡ K. 2

Aufgabe 4.2.5 Zeige: Wenn die Folge (fn) gleichmäÿig gegen f konvergiert, dann ist sie auch maÿkon-
vergent gegen f .

Lemma 4.2.6 Sei p ≥ 1, und seien fn ∈ Lp(Ω,A, µ). Wenn die Folge (fn) Lp-konvergent gegen f ist,
dann ist sie auch maÿkonvergent gegen f .

Beweis: Für En := { |fn(ω)− f(ω)| ≥ ε } folgt∫
Ω

|fn − f |p dµ ≥
∫
En

|fn − f |p dµ ≥ εp µ(En) ,

und daher gilt die Behauptung. 2
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De�nition 4.2.7 Die Folge (fn) heiÿt Cauchyfolge im Sinne der Maÿkonvergenz, falls

∀ ε > 0 ∀ δ > 0 ∃ N ∀ n,m ≥ N : µ
(
{ |fn(ω)− fm(ω)| ≥ δ }

)
< ε .

Aufgabe 4.2.8 Zeige dass jede maÿkonvergente Folge auch Cauchyfolge im Sinne der Maÿkonvergenz
ist.

Satz 4.2.9 (Vollständigkeit im Sinne der Maÿkonvergenz) Sei (fn) eine Cauchyfolge im Sinne
der Maÿkonvergenz. Dann existiert eine Teilfolge, welche fast überall gegen eine messbare Funktion f
konvergiert, und die Gesamtfolge (fn) ist maÿkonvergent gegen f .

Beweis: Wendet man die De�nition von Cauchyfolge auf ε = δ = 2−k an, so �ndet man dass die Folge
(fn) eine Teilfolge (gk) enthält, für welche gilt

µ
(
{ |gk(ω)− gk+1(ω)| ≥ 2−k }

)
< 2−k ∀ k ≥ 1 .

De�niert man Ek = { |gk(ω) − gk+1(ω)| ≥ 2−k } und Fj = ∪∞j Ek, so folgt mit der Subadditivität des
Maÿes dass µ(Fj) ≤ 2−j+1 ist. Für F := ∩Fj folgt daher µ(F ) = limµ(Fj) = 0, und für jedes ω ∈ F c
folgt ω ∈ F cj für genügend groÿes j, und somit gilt

∃ k0 ∀ k ≥ k0 : |gk(ω)− gk+1(ω)| < 2−k .

Daher folgt die Konvergenz von (gk) auf F c gegen eine messbare Funktion f . Wenn wir nk so de�nieren
dass gk = fnk ist, folgt

|f(ω)− fn(ω)| ≤ |f(ω)− fnk(ω)| + |fnk(ω)− fk(ω)| ,

und für δ > 0 gilt daher { |f(ω) − fn(ω)| ≥ δ} ⊂ { |f(ω) − fnk(ω)| ≥ δ/2} ∪ { |fnk(ω) − fk(ω)| ≥ δ/2}.
Daraus folgt aber

µ
(
{ |f(ω)− fn(ω)| ≥ δ }

)
≤ µ

(
{ |f(ω)− gk(ω)| ≥ δ/2 }

)
+ µ

(
{ |fnk(ω)− fn(ω)| ≥ δ/2 }

)
,

und für beliebiges ε > 0 ist der zweite Summand rechts kleiner als ε/2, falls k und n hinreichend groÿ
sind. Es ist nach De�nition der gk klar dass |f(ω) − gk(ω)| ≤

∑∞
k |gj+1(ω) − gj(ω)| ≤

∑∞
k 2−j falls

ω ∈ F ck ist, und daher folgt für groÿe k dass µ( { |f(ω)− gk(ω)| ≥ δ/2 } ) ≤ µ(Fk) < ε/2 ist. Das war noch
zu zeigen. 2

Satz 4.2.10 Sei p ≥ 1, und seien fn ∈ Lp(Ω,A, µ). Wenn ein g ∈ Lp(Ω,A, µ) existiert mit |fn(ω)| ≤
g(ω) µ�f. ü. für alle n, und wenn die Folge (fn) maÿkonvergent gegen f ist, dann ist sie auch Lp-
konvergent gegen f .

Beweis: Falls (fn) nicht Lp-konvergent gegen f ist, gibt es ein ε > 0 und eine Teilfolge (gk) so, dass
‖f − gk‖p ≥ ε für alle k ∈ N. Da (gk) maÿkonvergent gegen f ist, gibt es nach dem letzten Satz eine
Teilfolge, welche fast überall gegen f strebt, und diese ist nach Satz 4.2.4 dann Lp-konvergent gegen f ,
was nicht sein kann. 2

Lemma 4.2.11 Wenn die Folge (fn) fast gleichmäÿig gegen f konvergiert, dann konvergiert sie auch
fast überall gegen f .

Beweis: Bei fast gleichmäÿiger Konvergenz existiert zu jedem k ∈ N eine Menge Ek ∈ A mit µ(Ek) <
2−k, so dass die Konvergenz auf Eck gleichmäÿig ist. Wie im Beweis von Satz 4.2.9 folgt dass F = ∩j∪k≥jEk
eine Nullmenge ist, und für ω ∈ F c folgt ω ∈ Eck für alle groÿen k, woraus die Konvergenz von (fk(ω))
gegen f(ω) folgt. 2
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Satz 4.2.12 Wenn die Folge (fn) fast gleichmäÿig gegen f konvergiert, dann ist sie auch maÿkonver-
gent gegen f . Umgekehrt folgt aus der Maÿkonvergenz die Existenz einer fast gleichmäÿig konvergenten
Teilfolge.

Beweis: Sei (fn) fast gleichmäÿig gegen f konvergent, und seien ε, δ > 0. Dann gibt es ein E ∈ A mit
µ(E) < ε so, dass die Konvergenz auf Ec gleichmäÿig ist. Also folgt {|fn(ω) − f(ω)| ≥ δ} ⊂ E für alle
hinreichend groÿen n, was die Maÿkonvergenz bedeutet. Umgekehrt sieht man bei Maÿkonvergenz dass
die im Beweis von Satz 4.2.9 gewählte Teilfolge (gk) auf jedem der F cj gleichmäÿig konvergiert, woraus
ihre fast gleichmäÿige Konvergenz folgt. 2

Korollar 1 zu Satz 4.2.12 Sei p ≥ 1, und seien fn ∈ Lp(Ω,A, µ). Wenn (fn) Lp-konvergent gegen f
ist, dann existiert eine Teilfolge, welche fast gleichmäÿig gegen f konvergiert.

Beweis: Folgt wegen Lemma 4.2.6. 2

Korollar 2 zu Satz 4.2.12 Wenn die Folge (fn) fast gleichmäÿig gegen f konvergiert, und wenn es ein
g ∈ Lp(Ω,A, µ) gibt mit |fn(ω)| ≤ g(ω) µ�f. ü. für alle n ∈ N, dann folgt f ∈ Lp(Ω,A, µ), und (fn) ist
auch Lp-konvergent gegen f .

Beweis: Folgt wegen Satz 4.2.10. 2

Der folgende Satz ist überraschend, da man die Fast-Überall-Konvergenz als eine sehr schwache Voraus-
setzung emp�ndet! Trotzdem zeigt der Satz, dass bei endlichem Maÿraum die Fast-Überall-Konvergenz
mit der fast gleichmäÿigen Konvergenz übereinstimmt!

Satz 4.2.13 (Egoro�) Sei µ(Ω) < ∞. Wenn die Folge (fn) fast überall gegen f konvergiert, dann
konvergiert sie sogar fast gleichmäÿig.

Beweis: Für n,m ∈ N sei En,m = ∪k≥n{|fk(ω)− f(ω)| ≥ 1/m}. Dann gilt für jedes m ∈ N: En+1,m ⊂
En,m, und Em := ∩nEn,m ist enthalten in der Menge der ω, für welche die Folge nicht gegen f konvergiert
und ist deshalb eine Nullmenge. Wegen der Stetigkeit des Maÿes sind also für festes m die Maÿe µ(En,m)
Nullfolgen. Für δ > 0 gibt es demnach n(m) so, dass µ(En(m),m) < δ 2−m ist. Sei E := ∪mEn(m),m, dann
folgt µ(E) < δ, und für ω ∈ Ec, d. h. für ω ∈ Ecn(m),m für alle m ∈ N, gilt |fk(ω)− f(ω)| ≥ 1/m für alle
k ≥ n(m). Dies ergibt die fast gleichmäÿigeKonvergenz. 2

4.3 Zusammenstellung der Resultate aus Abschnitt 4.2

In den folgenden Diagrammen stellen wir die Resultate zusammen, die wir für die vier zentralen Begrif-
fe der fast-überall-, fast gleichmäÿigen, Maÿ- und Lp-Konvergenz bewiesen haben. Dabei bedeutet ein
durchgezogener Pfeil, dass aus Konvergenz im Sinne A die im Sinne B folgt. Ein unterbrochener Pfeil
dagegen bedeutet, dass sich aus Konvergenz im Sinne A die Existenz einer Teilfolge ergibt, welche im
Sinne B konvergiert. Unter �Dominanzbedingung� verstehen wir hier die Existenz einer Funktion g, z. B.
wie in Satz 4.2.4. Beachte, dass sich manche der Pfeile als zutre�end ergeben, wenn man anderen Pfeilen
(an denen die Nummer des Satzes bzw. Lemmas steht, in welchem das entsprechende Resultat zu �nden
ist) folgt. Daher haben wir diese Implikationen nicht als Satz oder Lemma formuliert!
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4.4 Zerlegungssätze für signierte Maÿe

Im Folgenden sei (Ω,A) immer ein gegebener messbarer Raum, auf dem aber nicht unbedingt ein Maÿ
de�niert sein muss.

De�nition 4.4.1 Eine Abbildung λ : A → R heiÿt eine sigma-additive Mengenfunktion, oder auch
signiertes Maÿ, oder Ladung, wenn sie das Axiom (M3) � mit λ an Stelle von µ � der Sigma-Additivität
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erfüllt. Da die Vereinigung von Mengen von deren Numerierung unabhängig ist, folgt die unbedingte und
damit auch die absolute Konvergenz der rechtsstehenden Reihe � dies ist nicht selbstverständlich, da die
Zahlen λ(An) auch negativ sein können. Beachte, dass An = ∅ auch zugelassen ist, und daher folgt leicht
dass für jede Ladung gelten muss λ(∅) = 0. Falls eine Ladung gegeben ist, heiÿt eine Menge A ∈ A positiv
bzw. negativ, wenn gilt

λ(E ∩A) ≥ 0 bzw. λ(E ∩A) ≤ 0 ∀ E ∈ A .

Diese De�nition ist o�enbar dazu äquivalent dass für alle messbaren Teilmengen E ⊂ A gilt λ(E) ≥ 0
bzw. λ(E) ≥ 0. Mengen, welche gleichzeitig positiv und negativ sind, heiÿen Nullmengen.

Aufgabe 4.4.2 Zeige dass die Di�erenz zweier endlicher Maÿe immer eine Ladung ist, und dass eine
Ladung genau dann ein Maÿ ist, wenn Ω eine positive Menge ist. Zeige weiter, dass eine Ladung im
Allgemeinen nicht subadditiv, aber immer stetig im Sinne von Lemma 1.6.8 ist. Zeige schlieÿlich noch:
Wenn A,B ∈ A sind, und wenn B ⊂ A ist, dann gilt λ(A \B) = λ(A)− λ(B).

Behauptung 4.4.3 Jede messbare Teilmenge von positiven Mengen ist positiv. Die Vereinigung abzähl-
bar vieler positiver Mengen ist ebenfalls positiv. Gleiches gilt sinngemäÿ auch für negative Mengen.

Beweis: Seien A,B ∈ A, sei B ⊂ A, und sei A positiv. Dann ist für jedes E ∈ A: B ∩ E = A ∩ Ẽ mit
Ẽ = B∩E ∈ A, und daher folgt λ(B∩E) ≥ 0. Seien jetzt Pn ∈ A positiv, und seien Qn = Pn \(∪n−1

1 Pn),
für alle n ∈ N. Dann sind die Qn ebenfalls positiv, paarweise disjunkt, und ∪n1Pm = ∪n1Qm für n ∈ N.
Aus der Sigma-Additivität folgt deshalb

λ
( n⋃

m=1

Pm

)
= λ

( n⋃
m=1

Qm

)
=

n∑
m=1

λ(Qm) ≥ 0 ,

und für n→∞ folgt die Behauptung mit der obigen Aufgabe. 2

Satz 4.4.4 (Zerlegungssatz von Hahn) Zu jeder Ladung λ gibt es eine Zerlegung von Ω in eine po-
sitive Menge P und eine negative Menge N .

Beweis: Sei α = supλ(P ), genommen über alle positiven Mengen P . Dann gibt es nach De�nition des
Supremums eine Folge von positiven Mengen Pn, für welche λ(Pn) gegen α konvergiert. Aus der obigen
Behauptung folgt dass P := ∪Pn ebenfalls positiv ist, und man kann mit Hilfe der Stetigkeit der Ladung
λ leicht zeigen, dass α = λ(P ) ist. Falls N := P c nicht negativ wäre, gäbe es ein E ∈ A mit E ⊂ N
und λ(E) > 0. Die Menge E kann aber nicht positiv sein, denn sonst wäre P ∪ E ebenfalls positiv, und
wegen λ(P ∪ E) = λ(P ) + λ(E) > α ist dies nicht möglich. Also muss eine messbare Teilmenge Ẽ von
E existieren mit λ(Ẽ) < 0. Sei n1 ∈ N minimal gewählt, so dass ein messbares E1 ⊂ E existiert mit
λ(E1) ≤ −1/n1. Wir nehmen jetzt an, dass wir für ein k ∈ N bereits messbare Mengen E1, . . . , Ek gewählt
haben, die paarweise disjunkte Teilmengen von E sind, und für die gilt

λ
(
E \

k⋃
j=1

Ej

)
> λ(E) (> 0) .

Dies ist richtig für k = 1, weil λ(E \ E1) = λ(E) − λ(E1) ist. Wie oben folgt dann dass auch E \ ∪k1Ej
nicht positiv sein kann, und daher können wir nk+1 ∈ N minimal wählen, so dass eine messbare Teilmenge
Ek+1 ⊂ E \ ∪k1Ej existiert mit λ(Ek+1) ≤ −1/nk+1. Für F := ∪∞1 Ek folgt dann

λ(F ) =

∞∑
k=1

λ(Ek) ≤ −
∞∑
k=1

1/nk ≤ 0 ,
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woraus nk →∞ folgt, da λ nur endliche Werte annimmt. Falls es ein messbares G ⊂ E \F mit λ(G) < 0
gäbe, hätte man dieses G bei der Wahl der Fk zu jedem dieser Mengen hinzufügen können, und daraus
würde für groÿe k ein Widerspruch zur Minimalität der Zahlen nk folgen. Also muss E \ F positiv sein,
und dies ergibt erneut einen Widerspruch zur Wahl von λ. Daher folgt die Negativität von N , was zu
zeigen war. 2

De�nition 4.4.5 Sei eine Ladung λ gegeben. Jedes Paar (P,N) einer positiven und einer negativen
Menge mit Ω = P ∪N und P ∩N = ∅ heiÿt eine Hahnsche Zerlegung. Im Allgemeinen sind allerdings P
und N nicht eindeutig bestimmt. Durch

λ+(E) = λ(P ∩ E) , λ−(E) = −λ(N ∩ E) ∀ E ∈ A

werden o�enbar zwei endliche Maÿe auf (Ω,A) de�niert, für welche λ = λ+ − λ− ist. Im nächsten
Lemma ergibt sich, dass das Paar (λ+, λ−), im Gegensatz zu (P,N), eindeutig festgelegt ist, und wir
nennen λ+ die positive bzw. λ− die negative Variation von λ. Das endliche Maÿ |λ| := λ+ +λ− heiÿt die
Totalvariation von λ.

Aufgabe 4.4.6 Zeige dass für alle E ∈ A gilt |λ(E)| ≤ |λ|(E).

Lemma 4.4.7 Für zwei Hahnsche Zerlegungen (P1, N1) und (P2, N2) von Ω bezüglich derselben Ladung
λ gilt immer

λ(E ∩ P1) = λ(E ∩ P2) , λ(E ∩N1) = λ(E ∩N2) ∀ E ∈ A .

Also sind λ± unabhängig von der Wahl der Zerlegung,

Beweis: Es ist E ∩ (P1 \ P2) ⊂ P1 ∩N2, und daher ist E ∩ (P1 \ P2) eine Nullmenge. Daher gilt

λ(E ∩ P1) = λ(E ∩ P2 ∩ P1) + λ(E ∩ (P1 \ P2)) = λ(E ∩ P2 ∩ P1) .

Durch Vertauschen der Bezeichnungen folgt aber auch λ(E ∩P2) = λ(E ∩P2 ∩P1), und durch Übergang
zu −λ folgt dann λ(E ∩N1) = λ(E ∩N2). 2

Lemma 4.4.8 Die Totalvariation |λ| hat die folgende Eigenschaft: Für alle E ∈ A ist

|λ|(E) = sup {
n∑
j=1

|λ(Ej)| : Ej ∈ A sind eine Zerlegung von E } .

Beweis: Seien E1, . . . , En ∈ A eine Zerlegung von E, dann folgt (da |λ| ein Maÿ ist)
∑
j |λ(Ej)| ≤∑

j |λ|(Ej) ≤ |λ|(E). Für die spezielle Zerlegung E1 = E ∩ P und E2 = E ∩ N folgt aber |λ|(E) =

λ+(E) + λ−(E) = λ(E1)− λ(E2) = |λ(E1)|+ |λ(E2)|, und daher gilt die Behauptung. 2

Satz 4.4.9 (Jordanscher Zerlegungssatz) Seien µ und ν zwei endliche Maÿe auf (Ω,A), und sei
λ = µ− ν. Dann ist λ eine Ladung, und es gilt

µ(E) ≥ λ+(E) ν(E) ≥ λ−(E) ∀ E ∈ A .

Beweis: Es ist λ+(E) = λ(E ∩ P ) = µ(E ∩ P ) − ν(E ∩ P ) ≤ µ(E ∩ P ) ≤ µ(E), und genauso folgt die
zweite Ungleichung. 2
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4.5 Integrale als Ladungen und Absolutstetigkeit

Lemma 4.5.1 Sei µ ein Maÿ auf (Ω,A), und sei f ∈ L(Ω,A, µ). Dann wird durch

λf (E) =

∫
E

f dµ ∀ E ∈ A

eine Ladung de�niert, und es gilt

λ±f (E) = λf±(E) =

∫
E

f± dµ , |λ|(E) = λ|f |(E) =

∫
E

|f | dµ ∀ E ∈ A .

Beweis: Seien Pf = {f(ω) ≥ 0} und Nf = {f(ω) < 0}. Dann bilden Pf und Nf eine Zerlegung von Ω,
und für E ∈ A gilt λf (E ∩ Pf ) ≥ 0, λf (E ∩Nf ) ≤ 0. Also sind diese Mengen eine Hahnsche Zerlegung
von Ω. Die übrigen Aussagen sind klar. 2

Aufgabe 4.5.2 Sei µ ein Maÿ auf (Ω,A), und seien f, g ∈ L(Ω,A, µ) so, dass λf (E) = λg(E) ist für
alle E ∈ A. Zeige, dass dann f(ω) = g(ω) µ�f. ü.

De�nition 4.5.3 Sei µ ein Maÿ auf (Ω,A). Eine Maÿ ν heiÿt absolutstetig bzgl. µ, falls für alle E ∈
A gilt: Aus µ(E) = 0 folgt ν(E) = 0. Eine Ladung λ heiÿt absolutstetig bzgl. µ, falls dies für ihre
Totalvariation |λ| gilt.

Lemma 4.5.4 Seien µ, ν zwei Maÿe auf (Ω,A). Genau dann ist ν absolutstetig bzgl. µ, wenn

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ E ∈ A : µ(E) < δ =⇒ ν(E) < ε .

Beweis: Wenn die angegebene Bedingung erfüllt und µ(E) = 0 ist, dann folgt ν(E) < ε für jedes ε > 0,
und daher gilt ν(E) = 0. Wenn die Bedingung nicht erfüllt ist, gibt es ein ε > 0 derart, dass zu jedem
n ∈ N ein En ∈ A existiert mit ν(En) ≥ ε und µ(En) < 2−n. Wie im Beweis von Satz 4.2.9 folgt dass
für F = ∩j ∪k≥j Ek gilt µ(F ) = 0. Dagegen ist ν(F ) = limj ν(∪k≥jEk) ≥ lim supk ν(Ek) ≥ ε. Also ist ν
nicht absolutstetig bzgl. µ. 2

Satz 4.5.5 (Radon-Nikodym) Seien µ, ν zwei Maÿe auf (Ω,A), sei µ sigma-endlich, und sei ν abso-
lutstetig bzgl. µ. Dann gibt es ein f ∈M+(Ω,A) mit

ν(E) =

∫
E

f dµ ∀ E ∈ A ,

und dieses f ist µ�f. ü. eindeutig bestimmt.

Beweis: Aus Aufgabe 4.5.2 folgt dass f µ�f. ü. eindeutig ist. Um die Existenz zu zeigen, seien zunächst
endliche Maÿe µ, ν betrachtet. Für jedes α > 0 sei λα(E) = ν(E) − αµ(E) für alle E ∈ A. Dann ist
λα eine Ladung, und wir wählen eine Hahnsche Zerlegung (Pα, Nα) von Ω. Jetzt sei α festgehalten und,
beginnend mit A1 = Nα, de�niert

Ak = Nkα \
( k−1⋃

j=1

Aj

)
∀ k ≥ 2 .
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Die Ak sind paarweise disjunkt, und es gilt

k⋃
j=1

Aj =

k⋃
j=1

Njα , Ak = Nkα \
( k−1⋃

j=1

Njα

)
= Nkα ∩

( k−1⋂
j=1

Pjα

)
∀ k ≥ 1 .

Für jede messbare Teilmenge E von Ak gilt daher E ⊂ Nkα∩P(k−1)α, und daher folgt ν(E)−k αµ(E) ≤ 0,
aber ν(E)− (k − 1)αµ(E) ≥ 0, also

(k − 1)αµ(E) ≤ ν(E) ≤ k α µ(E) .

Für B := (∪∞1 Aj)c = ∩∞1 Pjα folgt wegen B ⊂ Pkα also 0 ≤ k αµ(B) ≤ ν(B) für alle k ∈ N, was nur
sein kann, wenn µ(B) = 0 ist, und wegen der Absolutstetigkeit ist dann auch ν(B) = 0. Für beliebiges
E ∈ A bilden die Mengen (E ∩B) und (E ∩Ak), k ∈ N, eine Zerlegung, und daher folgt mit den obigen
Ungleichungen

α

∞∑
k=1

(k − 1)µ(E ∩Ak) ≤ ν(E) = ν(E ∩B) +

∞∑
k=1

ν(E ∩Ak) ≤ α

∞∑
k=1

k µ(E ∩Ak) .

Wir de�nieren nun

fα(ω) =

{
(k − 1)α (ω ∈ Ak)

0 (ω ∈ B)

und schlieÿen mit der Sigma-Additivität des Integrals aus der letzten Ungleichungskette∫
E

fα dµ ≤ ν(E) ≤
∫
E

fα dµ + αµ(Ω) .

Wenn wir nun α = 2−n setzen und die Funktion fα in fn umbenennen, folgen für beliebige n,m ∈ N die
neuen Ungleichungen ∫

E

fn dµ ≤ ν(E) ≤
∫
E

fm dµ + 2−m µ(Ω) .

Durch Vertauschen von n und m erhalten wir eine weitere solche Ungleichungskette, und dann folgt für
m ≥ n, dass ∣∣∣ ∫

E

(fn − fm) dµ
∣∣∣ ≤ 2−n µ(Ω)

gilt. Da dies für alle E gilt, ist (fn) eine Cauchyfolge im Sinne der 1-Norm, und konvergiert nach Satz 4.1.8
gegen ein f ∈ L+(Ω,A, µ). Dann folgt aber durch Grenzübergang n → ∞ die behauptete Darstellung
von ν(E). Als nächstes sei µ endlich, während ν(Ω) =∞ sei.Wir setzen

α := sup
ν(B)<∞

µ(B) .

Dann existiert eine aufsteigende Mengenfolge (Bn)∞1 so, dass α = limn µ(Bn) ist. Mit der Stetigkeit von
Maÿen folgt dass µ(B) = α ist, für B := ∪Bn. Sei nun Ω0 := Bc = ∩Bcn, Ω1 := B1, Ωn := Bn \ Bn−1,
n ≥ 2. Dann bilden die Ωm eine Zerlegung von Ω mit folgenden Eigenschaften:

• Wenn A eine messbare Teilmenge von Ω0 mit ν(A) < ∞ ist, dann folgt aus der De�nition von α
dass ν(A) = 0 sein muss. Also nimmt ν auf Ω0 nur die beiden Werte 0 und ∞ an!

• Nach Konstruktion ist ν(Ωm) <∞ für m ≥ 1.

Aus dem ersten Teil des Beweises folgt deshalb für m ≥ 1 die Existenz von Funktionen fm, welche auf
Ωm de�niert sind und für die die Darstellungsformel

ν(E) =

∫
E

fm dµ ∀ E ∈ A mit E ⊂ Ωm
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gilt. Setzt man noch f0(ω) = ∞ für ω ∈ Ω0, so gilt dasselbe auch für m = 0. Durch �Zusammensetzen�
de�nieren wir dann f(ω) = fm(ω) für ω ∈ Ωm und erhalten durch die Sigma-Additivität des Integrals
die Behauptung des Satzes für diesen Fall. Sei jetzt abschlieÿend µ sigma-endlich. Dann gibt es Mengen
En ∈ A mit En ⊂ En+1, ν(En) + µ(En) <∞ und Ω = ∪En. Wie bereits bewiesen existieren Funktionen
fn ∈ M+(Ω,A), die auÿerhalb von En verschwinden sollen, so dass für E ⊂ En gilt ν(E) =

∫
E
fn dµ.

Die Folge (fn) ist monoton wachsend und strebt daher gegen eine messbare Funktion f , und nach dem
Satz von Beppo-Levi folgt

∀ E ∈ A :

∫
E

fn dµ =

∫
E∩En

fn dµ →
∫
E

f dµ (n→∞) .

Daraus folgt die Behauptung mit Hilfe der Stetigkeit des Maÿes. 2

De�nition 4.5.6 Zwei Maÿe µ, ν auf (Ω,A) heiÿen zueinander singulär, falls es eine Zerlegung von Ω
in zwei messbare Mengen A und B gibt mit ν(A) = µ(B) = 0.

Aufgabe 4.5.7 Seien µ, ν auf (Ω,A) zueinander singulär. Zeige: Wenn ν absolutstetig bzl. µ ist, dann
folgt ν(E) = 0 für alle E ∈ A.

Satz 4.5.8 (Lebesguescher Zerlegungssatz) Seien µ, ν zwei sigma-endliche Maÿe auf (Ω,A). Dann
gibt es eindeutig bestimmte Maÿe ν1, ν1 mit ν = ν1 + ν2 so, dass ν2 absolutstetig bzgl. µ ist, während ν1

und µ zueinander singulär sind.

Beweis: Nach Aufgabe 1.6.4 ist σ = ν + µ ebenfalls ein sigma-endliches Maÿ, und ν und µ sind
o�enbar beide absolutstetig bzgl. σ. Daher existieren nach dem Satz von Radon-Nikodym zwei Funktionen
f, g ∈M(Ω,A) mit

ν(E) =

∫
E

f dσ , µ(E) =

∫
E

g dσ ∀ E ∈ A .

Die Mengen A = {g(ω) = 0} und B = {g(ω) > 0} sind messbar und bilden eine Zerlegung von Ω, und
wir setzen

ν1(E) = ν(E ∩A) , ν2(E) = ν(E ∩B) ∀ E ∈ A .
Dann ist ν1(B) = ν(∅) = 0 und µ(A) =

∫
A
g dσ = 0, und deshalb sind ν1 und µ zueinander singulär. Aus

µ(E) = 0 folgt dass g(ω) = 0 σ�f. ü. auf E ist, und daher ist σ(E ∩B) = 0. Wegen der Absolutstetigkeit
von ν bzgl. σ folgt also ν(E ∩ B) = 0, und daher ist ν2(E) = 0. Seien jetzt ν1, ν2 und τ1, τ2 Maÿe auf
(Ω,A) mit ν = ν1 + ν2 = τ1 + τ2, so dass ν2 und τ2 absolutstetig bzgl. µ sind, während ν2 und µ, sowie
τ2 und µ zueinander singulär sind. Seien En ⊂ En+1 so, dass σ(En) <∞ und ∪nEn = Ω ist. Dann wird
durch λ := ν1 − τ1 = τ2 − ν2 eine Ladung auf jedem der Maÿräume (En,An) de�niert, wobei die Sigma-
Algebra An aus alle messbaren Teilmengen von En besteht, und nach dem Jordanschen Zerlegungssatz
folgt für alle E ⊂ En, dass λ+(E) ≤ τ2(E) und λ−(E) ≤ ν2(E), also |λ|(E) ≤ v2(E) + τ2(E) ist. Also ist
|λ| absolutstetig bzgl. µ. Analog folgt auch |λ|(E) ≤ v1(E) + τ1(E), und per De�nition von singulären
Maÿen gibt es Zerlegungen von En in Mengen A,B bzw. C,D so, dass ν1(A) = τ1(C) = µ(B) = µ(D) = 0
gilt. Die Mengen B ∪D und F := En \ (B ∪D) sind ebenfalls eine Zerlegung von En, und µ(B ∪D) = 0,
sowie ν1(F ) = τ1(F ) = 0, denn F ⊂ A ∪C. Also sind |λ| und µ zueinander singulär, und daher folgt aus
Aufgabe 4.5.7 dass |λ|(E) = 0 ist für alle E ⊂ En, und da n beliebig ist, folgt dasselbe für alle E ∈ A.
Somit ist ν1 = τ1, woraus die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt. 2

4.6 Produkte unendlich vieler Wahrscheinlichkeitsräume

Kartesische Produkte von unendlich vielen Ma�sräumen sind im Allgemeinen nicht sinnvoll de�nierbar.
Anders ist es aber, wenn wir Wahrscheinlichkeitsräume betrachten, und diese Produkte sind in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie auch von gro�ser Bedeutung. Deshalb betrachten wir im Folgenden, analog wie im
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Buch von H. Bauer [4, � 9], eine unendliche Indexmenge I sowie eine Familie (Ωi,Ai, pi)i∈I von Wahr-
scheinlichkeitsräumen. Für jede nichtleere Teilmenge K ⊂ I ist dann nach De�nition

ΩK :=
∏
i∈K

Ωi

die Menge aller Abbildungen ω von K nach der Vereinigung aller Ωi, wobei immer ω(i) ∈ Ωi ist. Wenn
J eine nichtleere Teilmenge von K ist, können wir jedem ω ∈ ΩK seine Restriktion auf J zuordnen � die
so de�nierte Abbildung hei�st die Projektion PKJ von ΩK auf ΩJ . Wenn K = I ist, schreiben wir auch
kurz Ω = ΩI bzw. PJ = PKJ . Falls J nur ein Element i enthält, wollen wir auch PKi für die zugehörige
Projektion schreiben.

Aufgabe 4.6.1 Zeige für Teilmengen J ⊂ K ⊂ L ⊂ I die Gleichungen

PLJ = PKJ ◦ PLK , PJ = PKJ ◦ PK .

De�nition 4.6.2 Mit H(I) bezeichnen wir die Familie aller endlichen Teilmengen von I. Ein kartesisches
Produkt von Mengen Ai ∈ Ai hei�st eine Zylindermenge, falls gilt Ai = Ωi bis auf höchstens endlich viele
i ∈ I. Die von allen Zylindermengen erzeugte Sigma-Algebra A hei�st das Produkt der Ai, i ∈ I. Wir
schreiben auch

A :=
⊗
i∈I
Ai .

Aufgabe 4.6.3 Zeige: Eine Menge A ⊂ Ω ist genau dann eine Zylindermenge, falls es ein K ∈ H(I)
und Mengen Ai ∈ Ai, i ∈ K, gibt, so dass

A = P−1
K

( ∏
i∈K

Ai
)

=
⋂
i∈K

P−1
i (Ai) .

Zeige weiter: Das Produkt A ist die kleinste Sigma-Algebra auf Ω, bezüglich der alle Projektionen Pi,
i ∈ I, messbar sind, und auch die PK mit K ∈ H(I) sind alle messbar bezüglich A.

Aufgabe 4.6.4 Zeige dass die Menge der Vereinigungen endlich vieler Zylindermengen eine Algebra F
ist, und dass es auf F genau ein Präma�s p gibt mit

p
(∏
i∈I

Ai
)

=
∏
i∈I

pi(Ai)

für alle Zylindermengen
∏
i∈I Ai, Ai ∈ Ai. Anleitung: Zeige zunächst, dass es zu endlich vielen Mengen

Ak ∈ F ein K ∈ H(I) gibt, für welches gilt Pi(Ak) = Ωi für alle k und alle i 6∈ K. Gehe dann genauso
vor wie bei der Untersuchung des Produktes endlich vieler Algebren bzw. Ma�se in Abschnitt 3.4. Beachte
auch, dass für Zylindermengen immer gilt pi(Ai) = 1 bis auf endlich viele i ∈ I.

Mit Hilfe der letzten Aufgabe zeigen wir jetzt:

Satz 4.6.5 Auf der von allen Zylindermengen erzeugten Sigma-Algebra A gibt es genau ein Ma�s, welches
das oben de�nierte Präma�s fortsetzt, und dieses Ma�s ist sogar ein Wahrscheinlichkeitsma�s.

Beweis: Folgt mit Hilfe von Aufgabe 4.6.4 aus den Sätzen von Carathéodory und Hahn. 2
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einfache, 10
integrierbare, 22
messbare, 6

gleichmäÿige Konvergenz, 40
Grundmenge, 3

Hahn, 33
Hahnsche Zerlegung, 46

Halbnorm, 39
Höldersche Ungleichung, 39

induziert, 9
Inhalt, 29

eines Intervalls, 5
Integral

einfacher Funktionen, 18
komplexwertiger Funktionen, 38
messbarer Funktionen, 22
nicht-negativer Funktionen, 19

integrierbar, 22
Intervall, 5

Jordanscher Zerlegungssatz, 46

Konvergenz
fast überall, 40
fast gleichmäÿige, 41
gleichmäÿige, 40
Maÿ-, 41
punktweise, 40
stochastische, 41

L, 17
L(Ω,A, µ), 22
Ladung, 44
Lebesgue-Sigma-Algebra, 17
Lebesgue-Stieltjes-Maÿ, 12
Lebesguescher Satz, 24
Lebesguescher Zerlegungssatz, 49
Lemma von Fatou, 22
Lp(Ω,A, µ), 38

M(Ω,A),M+(Ω,A), 8
Maÿ, 11

äuÿeres, 31
eines Intervalls, 5
endliches, 11
signiertes, 44
vollständiges, 16

Maÿonvergenz, 41
Maÿraum, 11
Majorantenkriterium, 23
Menge, messbare, 5
messbar, 9
messbare

Funktion, 6

53



Menge bzgl. µ∗, 32
Teilmenge, 5

messbarer Raum, 5
Minkowskische Ungleichung, 39
Moment, 38
monotone Konvergenz, 20
Monotonie des Maÿes, 12
µ∗-messbar, 32

negative Menge, 45
negative Variation, 46
Norm, 38
Nullmenge, 14, 45

Ω, 2, 5

P(Ω), 2
p-Norm, 38
positive Menge, 45
positive Variation, 46
Potenzmenge, 2
Prämaÿ, 28
Produkte

von Maÿräumen, 34
von Sigma-Algebren, 50
von Wahrscheinlichkeitsräumen, 50

Produktmaÿ, 36
Existenz bzw. Eindeutigkeit, 36

Projektion, 50
punktweise Konvergenz, 3, 40

R+, 3
R, 3
Radon-Nikodym, 47
Raum
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messbarer, 5

Rechteck, 34
Regeln von de Morgan, 3
Ring, 28

Satz
von Beppo-Levi, 20
von Carathéodory, 32
von der beschränkten Konvergenz, 41
von Egoro�, 43
von Fatou, 22
von Fubini, 37
von Hahn, 33, 45
von Jordan, 46
von Lebesgue, 24, 49
von Radon-Nikodym, 47
von Tonelli, 37

sigma-additive Mengenfunktion, 23, 44
Sigma-Additivität, 11
Sigma-Algebra, 5

Borel-, 6

erzeugte, 6
von Abbildungen erzeugte, 9

sigma-endlich, 11, 29
signiertes Maÿ, 44
singulär, 49
Standarddarstellung

einfacher Funktionen, 10
Stetigkeit des Maÿes, 12
stochastische Konvergenz, 41
Subadditivität, 12

Tonelli, 37
Totalvariation, 46
translationsinvariant, 14

Ungleichung
Hölderschee, 39
Minkowskische, 39

Unterraum, 6

Variation
positive/negative, 46
Total-, 46

Verteilungsfunktion, 13
Vervollständigung, 16
vollständiges Maÿ, 16
Vollständigkeit

im Sinne der Maÿkonvergenz, 42
von Lp(Ω,A, µ), 40

Wahrscheinlichkeitsraum, 12

Zählmaÿ, 11
Zerlegung, 2

von Hahn, 46
Zerlegungssatz

von Hahn, 45
von Jordan, 46
von Lebesgue, 49
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